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Kurzfassung

Die mit der Methode der Finiten Elemente in der Struktur-
mechanik erzielbaren Ergebnisse sind bis auf wenige Ausnah-
men Ndherungen. Exakte Ergebnisse erhdlt man fiir statische
Probleme bei Verwendung von Zug=-Druck-, Torsions- und Biege-
stdben, da die bei diesen Elementen verwendeten Verschie-
bungsansdtze identisch sind mit der Ldsung der Differential-
gleichung fiir die Verformung als Folge statischer Lasten.

In diesem Bericht soll ein weiteres Element, basierend auf
der Theorie der rotationssymmetrischen, diinnen Schalen,
vorgestellt werden, das ebenfalls statisch exakte und dy-
namisch sehr gute Ergebnisse liefert.

Abhgtraect

Structure mechanic calculations which are based on the
method of finite elements, lead to an approximative solution
of the problem of interest in nearly all cases. Neverthe-
less, some few elements deliver exact static solutions, e.q.
the bar and the beam element including bending, shearing and
twisting theory, since the assumed displacements are iden-
tical with the solution of the differential equation of the
static problem. This paper introduces another finite element,
which is based on the theory of thin shells and yields exact
static and very accurate dynamic results.
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1. EINLEITUNG

Bei der Berechnung des statischen und dynamischen Verhaltens
von Strukturen mit der Methode der Finiten Elemente werden
mit wenigen Ausnahmen Elemente verwendet, die nicht nur fir
dynamische, sondern auch fiir statische Probleme Ndherungs-
l6sungen liefern. Statisch exakte Ergebnisse kann man bei
der Verwendung von Zug-Druck-Stdben und Biegebalken im Rah-
men der angewendeten Statiktheorie erzielen. Alle anderen
Elemente liefern Ndherungswerte, wobei die erzielbare Genau-
igkeit im allgemeinen mit der Zahl der verwendeten Elemente
bis 2zu einer gewissen Grenze zunimmt (Abnahme des Diskre-
tisierungsfehlers) und bei weiterer Vergr&B8erung der Element-
zahl wieder abnimmt (Uberkompensation des kleiner werdenden
Diskretisierungsfehlers durch den gréBer werdenden Fehler
der numerischen Berechnung der L&sung).

Dynamisch exakte Ergebnisse sind nie erreichbar, da zur L&-
sung nicht von den partiellen Differentialgleichungen des
dynamischen Strukturverhaltens ausgegangen wird, sondern
zur Herleitung sowohl des Steifigkeits- als auch des Tridg-

heitsverhaltens Verschiebungsansdtze Verwendung finden,
die der Statik entspringen /1, 2/.

In dieser Arbeit soll ein weiteres statisch exaktes Element
vorgestellt werden, welches auch sehr gute dynamische Eigen-
schaften aufweist. Es handelt sich hierbei um ein rotations-
symmetrisches Schalenelement, welches von der Theorie der
diinnen Schalen ausgeht und besonders zur Berechnung der
Auswirkung von rotationssymmetrischen, dynamischen Druck-
belastungen auf rdhren- und zylinderfdrmige Strukturen ge-
eignet ist. Das Element ist im folgenden "ROTSYM" genannt
worden.



Angewendet wurde das Element bisher bei der Berechnung von
postulierten Reaktorunf&llen, u.a. auch unter der Beriick-

sichtigung der gegenseitigen Beeinflussung von Struktur und
Fluid /3/.



2. HERLEITUNG DER MASSEN-, STEIFIGKEITS- UND STORMATRIX

Zur Lésung statischer Probleme als Folge einer verteilten
Druckbelastung muB die Gleichung

CQLJ o f? = liF’J (1)

zur Losung dynamischer Probleme die Gleichung

MU +PU+QU = F(t) = Bp(t) )

= Massenmatrix

= Dampfungsmatrix

= Steifigkeitsmatrix
Stérmatrix

= Vektor der Storkrédfte
= Verschiebungsvektor

= Druck- (Stdr-) Vektor

bt o I == S I o - S [ - M <
Il

geldst werden. Die in diesem Kapitel herzuleitenden Matrizen
M, Q und B (P folgt aus M, Q und gewissen Annahmen iiber das
Dampfungsverhalten) gehen von der Theorie der diinnen Schalen
aus /4, 5/; das bedeutet, die_ﬁblichen Knoten in der Finite-
Elemente-Methode entsprechen der kreisf&rmigen Wandst&drke-
mittellinie an den Elementerdndern. Der Verschiebungsvektor
U enthdlt somit die rotationssymmetrischen Verformungen der
Wandstdrkemittellinien an den R&ndern der einzelnen Elemente.
Neben der Schalentheorie wird vorausgesetzt, daB der Verlauf
des Druckes p (genauer des Differenzdruckes Ap zwischen in-
nen und auBen) iliber einem Element einen linearen Verlauf
haben soll.



2.1 Herleitung der Steifigkeitsmatrix

Betrachtet werden diinne Kreiszylinderschalen unter rotations-
symmetrischer Belastung. Ausgangspunkt aller Herleitungen

der charakteristischen Gr&Ben eines Elements ist die Be-
stimmung der Steifigkeitseigenschaften. Von den meist ver-

wendeten Herleitungsmethoden wie

- Einheits-Verschiebungs-Satz

- Satz von Castigliano

- Lsung der Differentialgleichung fiir die Element-
Verschiebung

- Invertierung der Verschiebungs-Kraft-Verhdltnisse

wird die Ldsung der Differentialgleichung verwendet, die,
vorausgesetzt, daB eine solche L&sung existiert, statisch
exakte und dynamisch sehr gute Ergebnisse bei der Beschrdn-
kung auf relativ wenige Freiheitsgrade der zu idealisier-
enden Struktur liefert.

Die in der folgenden Herleitung verwendeten Bezeichnungen
flir Verschiebungen, Schnittkr&dfte und auch die Abb. 1 und 2
werden aus /4/ iibernommen.

2.11 L8sung deyry Verschiebungs~Diffe-

rentialgleichung

a) Gleichgewichtsbedingungen

Mit den am Volumenelement dxXR doh in Abb. 1 eingetrage-
nen SchnittgréBen je Lidngeneinheit und einem Innendruck
p(x) lassen sich die folgenden drei Gleichgewichtsbe-
dingungen aufstellen:



Abb. 1: Gleichgewichtsbedingungen

Krdftegleichgewicht in x-Richtung:

Gf = 0
Krdftegleichgewicht in radialer Richtung:

(FGx+dFQx ) Rd® - Fax Rd?¥ - Fmdld?"f'p(x)ﬁdxdiﬂ =0

dFex
dx

Momentengleichgewicht:

(M +dlty) RdP - M Rd¥ - Fy Raxd® = 0

dlM.
d; - fgx = 0 (5)

- éFM, +plx) = 0 (4)

Zur Bestimmung der vier unbekannten Schnittgr&Ben stehen
nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung. Aus
der ersten Bedingung folgt

Fux = honst.,



b)

und die beiden anderen Beziehungen kdnnen zusammengefaBt

werden zu

M;-#F” t+ plix) = 0. (6)

Forminderungsbetrachtung und Hookesches Gesetz

Zur Beschreibung des Verformungszustandes werden folgende
GrtBen eingefiihrt:

u Verschiebung in x-Richtung
w Verschiebung in r-Richtung

Aus Symmetriegriinden kann eine Verschiebung in ¢-Richtung
nicht auftreten. Zwischen den Verschiebungen und Dehnungen
besteht folgender Zusammenhang (Abb. 2):

- 25 a0’ [ulz) = u,-2w']

- s g X z ('pugcn ‘Z‘@r}?) (7)



Die Dehnungen setzen sich aus einem reinen Zuganteil und
aus einem Biegeanteil zusammen (Abb. 2 ). Zwischen den
Verschiebungen und den Spannungen besteht iiber das Hooke-
sche Gesetz der Zusammenhang

E
6x " 7=y (&t VE) = f—é;u[“ol*"k 2(w +r—)]

(8)
E E w / 4
6}'—1_7(59* fo) ‘1__—r;[ﬁ"' V'U,-E{E,*V’W)])

so daB8 man fiir die SchnittgrdBen schreiben kann

+4
/ 6‘dg D(%*V’%) (9)
-h4
+
FM? - { 6}& > 1 f" ( VU,,!)' D(%-f ruo') (10)
-
( D= 2L Detnsteifigheit )
+hyg 3 J '
’ ’
My -{i 65202 -IZF‘)(W Vi";) ‘K(Wfrf.)ﬂr-/(w
+& ,
Eh w v y
g { Gz " 12(+-vY (f‘ tw') - '“/ﬁ*rﬂ')" -Krw

-4 (11)
Biegesteifigkeit ) .

Zur Berechnung der Steifigkeitsverhdltnisse des Elementes
kénnen die Verformungen ug und w nicht wie in /4/ vonein-



ander getrennt betrachtet werden; die Léngskraft Fux ist
daher als Konstante, aber als von Null verschieden in die

weitere Rechnung einzufilhren; man erhdlt somit aus ( 9 )
1 Fax
Y = 5 YR
Eh
Fup = W+ VN (12)
Setzt man (5), (11) und (12) in (4) ein, so erhilt man

die Differentialgleichung fiir die Radialverformung
v ¥ ‘Ik
+ = —_
W 4e’'w 44 [p(x)xm}

Mit der Substitution
ya! - 12(1-1%)
KR

geht die Gleichung iiber in

w' + Iz—lg;’—z—mw = fzgh-:‘)[ (x) - ﬁu]. (13)

Die homogene Ldsung dieser Gleichung lautet

W, (x) = Csindxsinhdx + C, sindxcoshdx +
+ G cosdxsinhdx + Cy cosdxcoshdx , (14)

die partikuldre L&sung z.B. fiir p(x)=p=konst.

K’ s
IVP(X) = E/; (p-xf;_yx)_ (15)

Die gesuchten Steifigkeitsverhdltnisse, also der Zusam-
menhang zwischen der Verschiebung und den Schnittgr&Ben



an den Elementrdndern sind nicht von der Belastung der
Struktur abhingig, deshalb kann in (15) der Druckterm
Null gesetzt werden. Der EinfluB der Druckbelastung wird
iber die spdter herzuleitenden &duBeren Knotenpunktkrdfte
bestimmt, die dann die Verschiebungen bzw. die inneren
Knotenpunktkrédfte zur Folge kaben.

Mit
p=0
6\‘: = -ECS = konstant (16)

folgt aus (14) und (15) fiir die Radialverschiebung

w(x) = GCsindxsinhdx + G sindxcoshdx +

+ (3 cosdx sinhdx + Cycosdxcoshdy + (¢ rf ; 9

Fiir die Longitudinalverschiebung erhdlt man aus (12)
mit (16) und (17)

)
Up () =/(%‘-‘—YL;{'{)G’X + (¢ =
V J 1 ] .
s { G( s:ndx(ashdx—casdxs:nhofx) + G ( sindxsinhdx - cos dy cashd x ) +
+ G ( sindxsinhdx + cosdx coshdx) + Cy [ sinAxcoshAX + cosdxsinholx) f 4

‘Cg;’x‘* L6 - (18)

Den dritten Freiheitsgrad an den beiden Elementr&ndern,

die Neigung bzw. Verdrehung %% erhdlt man aus (17) zu



W'(x) = & { G sindrcashdx + osdsinhdlx) +
+G [ sindxsinhdy + coshxcashdx ) + G {-srb-{rs:'nhdr*(osdrcoslpdx} +

+(y (—s;'nd.rmbdr + cosdx sinhd x) j . (19)

Zur Bestimmung der sechs freien Konstanten stehen die je-
weils 3 Randbedingungen an den Enden eines finiten Elemen-
tes der Lidnge L zur Verfligung. Die Elementenden stellen die
Knoten in der Terminologie der Finiten-Elemente-Theorie dar,
sie entsprechen in dem geschilderten Fall dem mittleren
Kreiszylinderumfang. Durch das Aneinanderreihen von jeweils
einem Knoten eines Elementes an einen Knoten des angrenzen-
den Elementes gleicher Natur und durch die statisch exakte
Verschiebungsfunktion ist auch die statische und kinemati-
sche Vertrdglichkeit des Elementes in jedem Fall gewdhrlei-
stet.

Die sechs Randbedingungen nach Abb. 3
Wa w(x) We

!
w! e

h ! — - U(x) —=
X O ¢ w"l Wa , U '51 a e lv.'
5 / a . y
x=1l : We, We, Ue -

Abb. 3: Randbedingungen

in (17), (18) und (19) eingesetzt und die daraus ent-
stehenden sechs Gleichungen in Matrizenschreibweise an-
geordnet, fiihrt auf die Matrizengleichung

V’ AC (20)



=44 =

mit dem Vektor V der Knotenpunktverschiebungen, dem Vektor
C der freien Konstanten und der verkniipfenden Matrix A.

Eine vollstdndige Darstellung der Gleichung (20) ist im

folgenden gegeben:

c) Vollstdndige Darstellung der Gleichung (20)

V= AC

e (‘Va, ua,”i,“@,”e;we!)r
= (' C}: Cl; C;; C;;c;ﬁ G ) {

A= [Ajl]

An’O AQ"

Ax=0 An’j.(-k

Ag=0
Aw = sindlsinhdl
Aw = cosd( coshd ([

¢ Zeden-Nr. (=136
/ Spalten-Nr., j=1%¢

*
As=sp  An=0

Jy=0
An > sindl coshd(
A= Yf‘

Asy = -Z-Ei ( sindlcoshdl - cosdl sinhdl)
Ag* -ﬁk ( sindl sinhdl — cosd(coshd ()
Ag= 55z ( sindl sinhdl + cosdlcoshal)
A== ( sindl coshdl + asd sinhAL)
Ay® & ( sindl coshAl +cosdl sinhdl )
Ag= & ( sindl simhdl + cosdlcoshdl )
As= & (~sindl sinhdl + coshlcoshdl )
Ag= & (~sindlooshd( + cosdl sinhd ()

A«s'f% A.{.=0
}t;'fg .Ag;' 1
Ass=0 Ax=0
A = sl sinhd (
Ax=0

/4
Aﬂ'"'ﬁ' A= 1
As=0 A= 0
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Aus (20) sind die freien Konstanten durch L&sen des line-
aren Gleichungssystems formal berechenbar. Diese sehr auf-

wendige analytische Prozedur ist jedoch nur dann notwendig,
wenn die im folgenden zu ermittelnde Steifigkeitsmatrix
in analytischer Form gewlinscht wird.

2,12 Berechnung der SchnittgrdB8en und
der Steifigkeitsmatrix

Definitionsgemd8 gibt die Steifigkeitsmatrix die Verkniipfung
zwischen den SchnittgrdBen an den Knoten und den Verschie-
bungen an den Knoten wieder, und zwar nach der Gleichung

S=QU. (21)
S = Vektor der SchnittgrdBen beider Knoten
Q = Steifigkeitsmatrix
U = Vektor der Verschiebungen beider Knoten

Nach (5), (7), (11) und (16) treten folgende auf den Um-
fang bezogene Schnittgr&Sen auf:

Foo =~ Kw'ix) -
- -24°K [ G (~shArcoshdx+casdxsinhdx) + ¢, (—:Mxmhdﬂ(osdxcasbdx ) -
= G( sindrsinhdx+casdx coshdx) - G { $indx coshdy + casdx sinhdx ) f

Nx = - KW' (x) = (22)

- -24°K [ C; ( cosdxcoshdx ) + G, (cosdxsinhdx) + G f::hdxcosbdx J
+ Gy (- sindxsinhdx) {



,ik ol EY%-" honst, (23)

Fiir beide Knoten erhdlt man die Schnittkré&fte nach Abb. 4.

x<0:  fao, fj, M *(—’."'“ e
x=l: Fos : B, M oW Yie e
Qe ; ‘Ne: ''xe &;'_‘x f&.

Abb. 4: Elementschnittkrdfte

Setzt man die Randwerte fiir x in ( 22 ) ein und ordnet man
die entstehenden sechs Gleichungen in Matrizenschreibweise
an, erhdlt man

mit dem Vektor F der bezogenen Schnittgr&fen, dem Vektor
C der freien Konstanten und der verkniipfenden Matrix B¥.

Die in der bisherigen Betrachtung aus /4/ iibernommene Be-
zeichnungsweise und auch der Bezug der Schnittgr&fen auf
den Umfang sind in der Finite-Elemente-Methode nicht zweck-
mdBig, insbesondere muB fiir die Zusammensetzung mehrerer
Elemente ein gleicher Richtungssinn von Kr&dften und Ver-
schiebungen an den Knoten herrschen. Aus diesem Grund er-
folgt eine Umbenennung der folgenden Art (Abb. 5):
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F. ,"& he ¢ F fLL,J: ’aLlJ;
o HNe Va
(Fo—13" (o=
M W R |wm ”M Uy, 5, ;
we) Bl % xe 5¢3_| U, /i R U S
— X | 176
fat  sppix  'fee —— Finite-Elemente- ethode
Abb. 5: Umbenennungen
S.I = 21R (—FQa) U1 = wa
S, = 2R (-FNa} U, = u?
S3 = 2nR ( an) U3 ¥ W
S4 = 2nR ( FQe) U, = Wy U=V (25)
S5 = 2nR ( FNe) U5 = 0,
36 = 2nR (—Mxe) U6 =Wg
Mit dieser Umbenennung wird aus ( 24 ) die Matrizengleichung
Ss=B.C (26)

mit dem Vektor S der SchnittgrdBen, dem Vektor C der freien
Konstanten C und der verknilipfenden Matrix B. Eine vollstdn-
dig Darstellung der Gleichung (26) ist im folgenden gegeben:

Vollstdndige Darstellung der
Gleichung (26)

En?

- - z )
S BC - 1dR 30y BC
S= () : . ;
c- (G) ¢ Zellen- M. [ = 1+6

- o ' (ten-Nr. |« 156
B- [ B] e .
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By=0 B,=d Ba=-d  By=0  Bg=0
B0  Bur0  Ba=0  By=0  Begm
By=-1 Ba=0 B0 By-0  Bx=0
Bn- -d (-sindlcoshdl + cosd sinhdl)

By~ -4 ( - sindlsinhdl + cosd( coshdl )

By= o ( sindlsinhdl + cosdl cashdl)

By= & ( sinAl coshdl + casdl sinhdl)

E"F'P’
S c:: S

o 3o

0 i' 0 EB. 0 &' 0 - M‘K &tl 0
- aasdlcoshdl B, = asdlsinhdl Bes = - sindlcoshdl
- sindl sinhdl Bs=0 Bi* 0

é:al Pl ébl

Setzt man (20 ) unter Beriicksichtigqung von ( 25 ) in
( 26 ) ein, erhdlt man den gesuchten Zusammenhang ( 21 )

S=B.C=B.A_1.V=B.A_1.U=Q.U

mit der Steifigkeitsmatrix

Q=B .a" ', (27)
Aus ( 21 ) sind bei Kenntnis von Q und der statischen oder
dynamischen Verschiebung U (als Ergebnis eines Rechenlau-

fes) die Schnittgr&Ben bzw. daraus die fiir die Festigkeits-
berechnung notwendigen Spannungen bestimmbar.



Zur Illustration des Aufbaues der Steifigkeitsmatrix ist

im folgenden die Matrix Q angegeben, die bei Vernachldssi-
gung des zweidimensionalen Spannungszustandes auftreten
wirde; dies entsprdche zwei voneinander entkoppelten Syste-
men, einmal Schalenbiegung und einmal Stabzug. Diese Ma-
trix ist mit ertrdglichem Aufwand analytisch berechenbar,
in der tatsdchlich durchgefiihrten Rechnung wird natiirlich
der zweidimensionale Spannungszustand beriicksichtigt und
die Berechnung der Steifigkeitsmatrix erfolgt numerisch
nach ( 27 ).

steifigkeitsmatrikzix beli Vernachs=
ldssigung d es 2~-~-dimensionalen

Spannungszustandes (vgl. Abb. 6)

{ y 12395 ¢
T i J anck
(Bl o - fo o)
R XIX[] ¢
e
PV

Abb. 6: Freiheitsgrade und Matrizenbesetzung

X Matrixelemente der Schalenbiegung
voneinander unabhdngig
® Matrixelemente des Rohrzuges

I 73(”') s rRAER
B 3(1+0*)( sinkd(-sindl)
Q= kg 24"(sindlcosdl + sinhdl coshdl )
Qn= hy o (sin’dl+sinh’dl)
G = - hy 24%( sindl coshdl + cosdll sinh L)
Qs = ky 24 (sindl sinhdl)
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Qs = ky  (-sindlcosdl + sinhdlcoshdl )
Qs =~ kg 24  sindlsinhd!)
Qs = kg ( sindl coshdl - cosAl sinhd( )

Qu = kg 24*( sindlcasdl + sinhdlcashAl )
Qe =- kg & ( sinhdl+ sindl )

Qs = ky (- sindlcosdl+ sinhdl coshdl )

Rh
an = k* = ZIE T

£

Alle anderen Matrixelemente sind mit Null besetzt.

Die Bedeutung des zweidimensionalen Spannungszustandes
gibt folgendes Beispiel eines geschlossenen, einseitig
eingespannten Rohres unter Innendruck wieder (Abb. 7):

?

Z

) ,—-___J[f‘:_
I
CRREN

—_———t—

e — ——

ANNN

h

e — -

Y

pi = bonst.
L
R »1

Abb. 7: Beispiel des Rohres unter Innendruck
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2-dimensionaler Spannungszustand: YO

2 zvip w2 (1-3)p

2 getrennte einachsige Spannungszustinde: V' = O

*_ Rl ¢ * Xz

U = EhZP" W -Z:-hpi

Flir Stahl mit VY= 0,3 ergeben sich folgende Verhiltnisse:

Y Woo v
t;f* = 4—2v‘ = 0}" ~ = 1-2- = 0};5

Durch diese Verhdltnisse wird klar, daB der Beriicksichtigung
der Kopplung von Quer- und Ldngsverschiebung iiber die Quer-
kontraktionszahl y groBSe Bedeutung zukommt.

2.2 Herleitung der Massenmatrix

Zur Bestimmung der Trdgheitseigenschaften des Zylinderele-
mentes wird die Methode der "consistent mass" bzw. "equi-
valent mass" /1, 2/ angewendet. Diese Methode liefert im
allgemeinen wesentlich bessere Ergebnisse als die der
"lumped mass", da nicht nur die Hauptdiagonale der Massen-
matrix besetzt ist (Trdgheitswirkung aller sechs Freiheits-
grade voneinander unabhdngig), sondern analog zur Steifig-
keitsmatrix eine vollstdndige Matrizenbesetzung erfolgt.
Die Massenmatrix berechnet sich, z.B. nach Lagrange aus den
Beziehungen fiir die potentielle und kinetische Energie her-
geleitet, zu /1/ '
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M ="fu£.0ibcfy (28)

mit der konstanten Dichte p, dem Volumenelement dV und der
Verkniipfungsmatrix a(x), welche den Zusammenhang zwischen
den Verschiebungen im Innern eines finiten Elementes u(x)

und den Knotenpunktverschiebungen wiedergibt:

u (x) = a (x), U
u (x) = (w (x) , ug (x))T
T
9 = (U4,U5,U3,04,U5,Ug)
(x)
_ | w

Die Werte fiir a erhdlt man aus ( 17 ) und ( 18 ) unter Be-
riicksichtigung von ( 20 ) und ( 23 )

a, (x) = ( sindxsinhdx, sindXcoshdx, casdxsinhx, cosdxcashdx, rf, 0 } A’

- (W), Wo(n), Wy(x), Wylx), Ws(x), we(x)) A”

v.

Qy(x) = "2'27(( sindxcoshdx- cosdxsinhdx ) , -Zfi [ sindxsinhdx-cosdx coshdlx )

v a2 g v .
57 | osarashx+ sindxsinha), 34 54X coshdx+wsdxsinhdx,

X -1
“h 1_] A - (30)

. ( Ulx, U, Uslx), uy(x), Uslx, U(.(X)) A



- 0 -

_— aw(®) | | ) mix) w(x) wlx) wl(x) w(x) A
a, (1) uix) wlx) Glx) wk) udy wulx)|
(30)
Aus Abb. 8
i
VAN,
! R
x | lax
L |
Abb. 8: Volumenelement
folgt
aV = 2T Rhdx
und fiir ( 28 ) folgt die 6 x 6-Matrix
( :@fx; u,{x; w(x) w(x) ... w(x)
X X
M~ erbyf(A")r ’ u':' Ux) wlx) ... «(x) A"dx,
e W (x) u(x)




= D

bzw.
L
M =2!Rhg(£")r[/ Wty WUy WUy Wy W + Uy Ug dx]A
’ YN W Wy tlyUs ... WMot Uy
WiEU L Wyl
mmelrisch :
Sy r |*3+L&z

(31)

M= 2rRhe (A')T I A"

Die Auswertung der transzendenten Integrale
erfolgte von Hand, die sich damit ergebende Besetzung
der Matrix IM ist im folgenden gegeben:



- 22 =

Besetzung der Massenmatrix

(obere Dreiecksmatyxrix))

M = 2TRhg (A) I, A" I, = [Ty, ] = symmebisch :"r:‘s
4 1
b o ke th(G) k-EE ki
L |
k= i 2k

*

Iny = hy [-sin2dl (wosh2dl-2) + sinh2dl (2- cos2dl) - 4dl ]
+ ky [- sin2dl (wsh24l+2) + sinhzdl (2 + coszdl)]

Ine = hw [-sin2dlsinh2dl + cosh2dl (2-cas2dl) -1 ] +
+ k, [~ sinzdlsinh2dl + cosh2dl (2+caszdl) -3 ]

L = k[ sin2dlsinh2dl - cos2dl (coshadl-2)-1] +
t hy [~ sin2Alsinh2d( - cos2Al (cosh2dl+2)+3 ]
Iy = ke [ sin2Alcosh2dl - cos2dlsinh2dl | +
+h, [- sin2dl cosh2Al - cos2Al sinh2dl + 4dl |
Dy =K [ sindlcoshdl - cosdlsinh Al | +
th [77( sinMlcoshal + casdlsinhdl) - 2 cas dl coshdil ]
Ly = ks [ cxdlaoshdl-1]
Ly = Ky [ sm2dl (cosh2Al+2)+ simh2Al (2-cos2dl) + 4dL ] +
+hy [~ sindAl( cosh2dl-2)+ sinh2d((2+coszAl) |
Ing = ky [ sintAl cosh24l ~ cos2dl sinh2Al | +

+ hy [ sin2dl cosh2dl = cos2Al sinh2dl - 4AL ]



= B =

Inay = [ sin2hlsinh2dl - cos2d( (cosh2dl(+2) + 3 ] +
+ by [-sin2dl sinh2dl - cos2dl (coshzdl-2) -1 ]
Ims =-k [ sindlsinhdl - cosd( coshdl + 1 ] +
+hy [ ﬁ ( sindlsinhdl + casdlcoshdl 1) - 2 cosdl sinhdl ]
= ks [ wsdlsinhdl ]

= ky [ sin2dl ( wsh2dl-2) + sinh2dl ( 2+ cas24L) - 44l ] +
*hy [ sin2Al (coshadl+2) + sinhzdl (2 - cos2dl) |

Ly = kv [ sin2Alsinh2dl + cosh2dl (2¢cos2dl ) -3 ] +

+ by [ sin2Al sinh2dl + coshzAl (2- cos2dl) -1]

= -k, [ sindlsinhdl + casAlcoshdl] +

th [ 2![ ( - sindl sinhdl + cosdlecoshAl - 1) + 2 sinhleochdl |
Lix =~k [ sindlcoshAl ]

Ly = hy [ sin2Al (@shal +2) + sinh2dl ( 2+cos2Al) +44L ] +
+h, [ sin2dl (woshdl-2) + sinh2d!l (2- cos2Al) |

ek, [ sindleshdl + cosdl sinhdl ] +

tky [ 77 (- sindl coshdl + cosal sinhdl ) + 2 sindlsinhdl ]
e =W [ sindl sinhd( |

by
L |

gy, L

nss ('F) [ *
Ll
2h

ha = (



o

2.3 'erleitung der Stdrmatrix

Fiir die Berechnung der Stdrmatrix stehen die Differenz-
driicke p, und p, am Anfang bzw. Ende eines Elements zur
Verfiigung, zwischen beiden Knoten wird ein linearer Verlauf
angenommen. Diese Annahme ist sinnvoll, da bei der Verwen-
dung von gerechneten oder gemessenen Druchverldufen meist
auch nur Werte an diskreten Punkten bekannt sind und der
Verlauf zwischen diesen Punkten angenommen werden muB,
Prinzipiell sind auch andere Verl&dufe, z.B. ein paraboli-
scher zwischen den 3 Knoten zweier Elemente m&glich, aber
nicht notwendig. Unter der Bedingung, daB8 die zu ermitteln-
de diskrete dquivalente Knotenpunktlast im Element dieselbe
potentielle Energie hervorruft, wie die tatsdchliche, ver-
teilte Drucklast, folgt fiir die Knotenpunktlast /1/

F = {ar(x)_éd,ﬂ (32)

mit der Oberfldchenkraft §dS und der verkniipfenden Matrix
al(x) nach ( 29 ).

Man muBf unterscheiden zwischen am Ende offenen oder geschlos-
senen Rohren, was sich in der Berechnung von ( 32 ) in der
Definition der Oberfldchenkraft und auch der Verkniipfungs-
matrix niederschldgt. Ein geschlossenes Rohrende kann auch
durch eine Reihe geschlossener Elemente dargestellt werden,
da sich bei der Aneinanderreihung mehrerer Elemente die zu-
folge der Geschlossenheit auftretenden zusdtzlichen Ldngs-
krdfte aufheben, nur die Lingskraft am Rohrende bleibt er-
halten.
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O f fene Rohrenden

Abb. 9: Rohrelement mit offenen Enden

Die Oberfldchenkraft ist nach Abb. 9 gegeben durch

ch4$'=‘2'5R¥Xﬁdﬂi‘.

(33)

Da verteilte Oberfldchenbelastungen nur in Richtung r auf-
treten, reduziert sich ( 29 ) auvf den radialen Anteil
T, T
a'(x) = ay(x) .
(34)
Die lineare Druckverteilung geniligt der Gleichung
Pe - Pa
- y —
p(x) Pa 7 X

# (35)

die in (32) eingesetzt ergibt

( {
F = 2tR [ ol (1) po+ PP x)ox - erB/aL(X)(f-f, X )ax :
=0

k(e[ ] | et

dx] e
Pe

~ix

ng'(x)
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- aR(F)[[ |m-)  wmof|ax] [P
mt-f) W} &

ug(xJ.(f-fj ug(;d{ (36)

F=2tR(A") Ip = Bp

mit der StOrmatrix
13"42B1?‘urd)rjf ’

dem Vektor F der sechs dquivalenten Knotenpunktlasten
und dem Vektor p der zwei Knotenpunktdriicke.

Bemerkung: Infolge des zweidimensionalen Spannungszustandes
sind die &duBeren Knotenpunktkridfte F2 und FS nicht Null.
Die Auswertung der Integrale w‘-(x)( ;“'f) und h/‘{x)% er-
folgte mittels ( 30 ) von Hand, die vollstdndige Darstel-
lung von (36) ist im AnschluB8 an die Herleitung fiir die ge-
schlossenen Rohrenden gegeben.
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Geschlossene Rohrenden

I_:. Pa o A +
’ A z

" llx) R

r
'R?b T FR?E

Abb. 10: Rohrelement mit geschlossenen Enden

Zu den zuvor geschilderten verteilten Druckbelastungen in
r-Richtung treten zwei diskrete Krdfte in xX-Richtung hinzu.
Will man die Gesamtbelastung mit ( 32 ) erfassen, muB bei
diskreten Krdften beachtet werden, daB dann das Integral
entartet zu

[dgas’ = a'lxx)F

(37)

mit xd als dem Ort des Angriffes der diskreten Kraft und

Fd als der diskreten Kraft selbst.

Im geschilderten Fall folgt fiir die zus&dtzlich zu beriicksich-

tigende Knotenpunktkraft in x-Richtung
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R = B[am)] = di()(-TRp. ) + dult)(1R}pe)

= }?Z .A-, 4 = f( (

SRR
L 2 |re
~Ylo)  W(t)

(38)

=R (A")I.,p = Bp

analog ( 36 ).

Eine etwas einfache Art der Beriicksichtigung des geschlosse-
nen Rohres ergibt sich, wenn man den Krdften F2 und F5 des
Vektors F aus ( 36 ) die Langskrdfte aus Abb. 10 iberlagert,

also
i 0 0
2 = [2aR(A)L + 1R? H g] =B
Fy 4 0 0 P P
fs 0 1
R 0 0

(39)

Die Ergebnisse sind identisch.

Die vollstdndige Darstellung von (36) und (38) ist im folgenden

gegeben:
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Besetzung d e s Er regervektors

offenes Rohr F = ZFR {A-')rIFP
geschlossenes Rohr F = 2R ("4,7-[;*[;1)})

e [Ir;] ¢ Zeitenzahl | (=16
J Spaltenzahl | j=1-2

-frz we I,

P = (Pa, pe)’

' kFTF

= ke ket
Iz~ kez Irz PR M

= -1 ( cosleoshdl=1)

= smdlcoshdl cbsdlsmhd!* ( cosdl coshél - 1)
‘!- casdl sinhd [

= SﬂMl sinhAl - asdlcoshdl( t 4 1 ara{{smhd(
-1+ [.smdl coshd(

.mdl sinhdl +cosdl coshAl --, sind(coshd(
;, sindl sinhdl

= sndl co.shdt + osdl s:nhdl -- sindlsmnhdl
- -Mlh

= -rdl f

=0

= 0

| e | LT | ""1' ~y)
n n
2 8§ I 82
N ]

L]

"

B :!Nl éﬂl E‘--u .&""ﬂ 3 lg'-u



S

Mg, N:g

- 30 -

'; ( sindlcoshdl ~ cosdlsinhdl )

-X( sindlsinhdl ~ wshlwoshal)

"zr ( sindl sinhAl + cosdlcoshAl)

-X( sindl coshdl + cosdl sinhdil)
RL

_.A F

AR
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8 ANALYTISCHE ERGEBNISSE FUR DIE STATISCHE VERFORMUNG
UND DAS DYNAMISCHE EIGENVERHALTEN

Zum Nachweis der Leistungsfdhigkeit des hergeleiteten Scha-
lenelements ROTSYM sollen analytische Untersuchungen iiber
die statische Verformung infolge eines vorgegebenen Innen-
drucks und iiber das Eigenverhalten angestellt werden. In
Kap. 4 werden dann die aus numerischen Rechnungen erhaltenen
Ergebnisse mit denen der analytischen Untersuchungen ver-
glichen.

3.1 Statische Verformung unter Innendruck

Die statischen Verformungen w(x) und u,(x) sind unter Ver-

wendung der LOsung der Gleichungen (12) und (13) fir analy-
tisch darstellbare Druckverldufe und konstante Abmessungen

iiber x l8sbar. Zum Vergleich mit den numerischen Rechnungen
soll ein méglichst einfacher und somit leicht iiberpriifbarer
Verformungszustand analytisch bestimmt werden, ndmlich der

nach Abb. 11:

4 Uy Uy

by ]
"IE?. U, e"s l“

prionst. ;3
=i

Abb. 11: Beispiel eines Lastfalles
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Das Rohr- (Zylinder-) Element sei an einer Seite in axialer
Richtung gehalten und stehe unter konstantem Innendruck,
ferner seien beide Enden offen. Mit den Gleichungen (14)
und (15) fir konstanten Innendruck, weiters mit Gleichung
(18) und unter Berilicksichtigung der fiir diesen Fall zu-
treffenden Randbedingungen folgt der sehr einfache Zusam-

menhana

wix) = Rp/Eh = w = konstant

w'(x)= 0

U (x) = - vRpx/Eh -
bzw. die Knotenpunktverschiebungen

Uy=Us = W,=w, = Rp/ Eh

Uy = Us = Wo =Wy = 0

Uy U = -VRpL/Eh (41)

mit

R Innenradius

h Wandstidrke

X Liangenkoordinate

v Querkontraktionszahl

P Differenzdruck = konstant iliber x
ug Langsverschiebung

w Querverschiebung

w' Neigungswinkel
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3.2 Dynamisches Eigenverhalten des Schalenelements

Ausgangspunkt fiir die analytische Berechnung des Eigenver-
haltens des Schalenelements ist das dynamische Gleichge-
wicht des Elementausschnittes Abb. 12:

Abb. 12: Dynamisches Gleichgewicht des Volumenelementes

X-Richtung: dFde?'rthfd?&; = 0
r-rRichtung: dlfo RA¥P - 2Fydrid¥ - ¢RhdrdPw = 0 (42)

Drehung um

Elenentnitte -gM, RdY + (fo,+ dfg, + foy ) EdtRAP =0

Das Trdgheitsverhalten des Elementes wird nur durch die ra-
diale und longitudinale Verschiebung beeinfluBt, der Ein-
fluB der Rotation ist vernachldssigt.

Damit wird aus (42)
, L)
F”’ - yhuc ( 43 )

L

M= Rl = shw.
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Mit den Formendnderungsbeziehungen wie in Kap. 2.1.1 wird
daraus folgendes System von 2 partiellen Differentialglei-

chungen:

[/ 4 2y

¥ *?Plv-f——u.' - .._L(,_yl) P
v ! » } (45)
R w -+ % = E (’_'lj ‘J,

Eine analytische L&sung dieser simultanen Differentialglei-
chungen konnte im Rahmen dieser Arbeit nicht gefunden wer-
den und ist auch offensichtlich problematisch.

Daher soll die analytische Berechnung des Eigenverhaltens
fiir den entkoppelten Fall bestimmt werden, d.h. das Schalen-
verhalten w(x,t) und das Stabverhalten ug,(x,t) sollen ge-
trennt betrachtet werden; dies entspricht der Querkontrak-
tionszahl v = O.

a) Stabschwingung

Fiir den in Abb. 11 dargestellten Fall des einseitig fest-
gehaltenen Elementes (hier nun Stabes) erhdlt man iiber die
Differentialgleichung /6/

E,--:-U.'-O (46)

den L8sungssatz
4 (xt) = F(x)G(t) (47)

und unter Betrachtung der Randbedingungen die Eigenfre-
quenzen /6/

(2n-1)T {E (48)
Vs T35 B AT
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Zum Vergleich der numerisch zu berechnenden Eigenformen des
finiten Schalenelements mit der Analytik dient die Orts-
funktion F(x) in (47). Sie wird zu

F,(x) = m[(Zn-f)T : (49)

und wird fiir die n Eigenfrequenzen an diskreten Stellen x/L,
die mit den Knoten der numerischen Rechnung {ilbereinstimmen,
berechnet und mit den Eigenformen von ROTSYM verglichen.

b) Schalenschwingung

Die Berechnung der reinen rotationssymmetrischen Schalen-
schwingungen ldBt sich am einfachsten aus der Herleitung

der statischen Verschiebungen in Kap. 2.1.1 durchfiihren,

wenn statt der Druckbelastung die d'Alembert'sche Massen-
kraft angreift:

p = -ghw

(50)

Damit wird aus der Differentialgleichung fiir die statische
Verschiebung in Kap. 2.1.1 die partielle Differentialglei-
chung

Y hd'w = - M'R'g W= -pw.

(51)

Mit dem L&sungsansatz der Trennung der Variablen
wixt) = F(x) G(t)

folgt

v
F - 4d'- /5 2  onstont.
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Die Ortsfunktion F(x) erhdlt man aus

F"x) - k'Fix) = 0

F(x) = C sinkx + Dcoskx + Esinhkx + Feooshkx. (52)

Die freien Konstanten C, D, E, F errechnen sich aus den An-
fangsbedingungen des schwingenden Elements, die noch unbe-

kannte Konstante k wird aus den Randbedingungen bestimmt.

Die Zeitfunktion G(t) erhdlt man aus

G(t)+ 4(4d"+ k) 61t) = 0 (53

Zu

6(‘)=§A” 1 '*k; '. o Lruabs LY)
Sm/p(lfq’ ) .t +£’5,cas};,(¢a{ +k7) .t

h=1

mit der unendlichen Zahl der Eigenfrequenzen

w"r/;(¢d7+/{”°) n=1; 25 3, «ss (54)

Zur Bestimmung der Konstanten k, und somit der Eigenfrequen-
zen W, sei der Fall des Elements mit zwei freien Enden
erldutert, fiir welchen die Randbedingungen gelten:

Biegemoment Mx = -Kw" = -KF" (x).G(t)
Querkraft F = MI

Qx X

~-KF"™(x) .G(t)
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X=0 : Mx(o) = =KF" (0)G(t) = o F"(o) = o

F. (0) = -KF"(0)G(t) = o F"(o) = o

Qx (55)
=] 3 Mxtl) = =KF"(1).G(t) = o F"(1l) = o

F. (1) = =KF™(1).G(t) = o F"(1l) = o

Qx

Leitet man (52) zwei~ bzw. dreimal nach x ab und setzt diese

Ableitungen nach (55) Null, so erhdlt man die Bestimmungs-
gleichung fir k,

cos(kl)cosh(kl) = 1. (56)

Die Herleitung der Bestimmungsgleichungen filir alle denkba-

ren Randbedingungen ist entsprechend, eine Auswahl ist in
Tab. 1 zusammengefaBt.

Fall Randbedingungen Bestimmmngsgleichung Ldsungen

I
1 cos(kl)cosh(kl) = 1 (k1) = 0 413 -%! o)
l

ST 9T 3T

2 tan(kl) = tanh(kl) k) = 0~7F =7 ~ 74
= SRS
3 ; ; sin(kl) sinh(kl) = O 1) = T ey W -
(x1) # O
1
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Fall Randbedingungen Bestimmungsgleichung Ldsungen

3T
4 cos(kl) cosh(kl) =-1| (k1) = 1835 = 5
51
5 cos(kl) cosh(kl) = 1| (k1) = 46313 » o ™
| | (k1) # O
5T an
6 tan(kl) = tanh(kl) (kl)n = = T ac 'y
(k1) # 0
|
el
7 tan(kl) = -tanh(kl) k1) = 0 2,365 ~ 7

Tab. 1: Lo&sungen flir k als Funktion der Randbedingungen

fir rotationssymmetrische Schalenschwingungen

Mit den Losungen k, fiir k erhdlt man flir alle Randbedingungen

(Einspannverhdltnisse) die Eigenfrequenzen aus (54) zu

o[l el

Zur Veranschaulichung der Gleichung (48) fiir die Stabschwin-
gungsformen und der Gleichung (57) fiir die Schalenschwin-
gungsformen sollen beide filir den Fall 7 der Tab. 1 grafisch
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dargestellt werden. Fall 7 dient als Vergleich zwischen der
analytischen und der numerischen Rechnung mit finiten Ele-
menten.

Die Gleichungen (48) und (57) werden umgeformt zu einer di-
mensionslosen Eigenfrequenz

R _7.R R ki),
Uﬂm-bF,; (W )sop = T (W), - (L*“

(58)

L R _ ., G*
“oisns Z * (92 )i = [ 12t r‘)(g} “")’ v

v

’[/8[( (59)

mit
2
P‘ (h/R) Parameter abhdngig von den Ab-
12 (1-v?) messungen
* L Verhdltnis Ldnge zu Radius als
g 75- unabhdngige Variable.

Der Parameter 3 wird fiir die willkiirlich gewdhlten Werte
h=1.8cm R=30cm V=0 zu 3.0 + 10°4 bestimmt. Damit
und mit den Werten fiir (kl)p gchaje UWnd (k1) p gtap wurden
in Abb. 13 die jeweils 5 ersten Eigenfrequenzen iiber der
dimensionslosen Lidnge  f aufgetragen.

Die Ortsfunktion F(x) der Schalenschwingungsformen erhilt

man aus (52) unter Beachtung der Randbedingungen des Falls 7
zZu

(kt) X
. € ncos[(k)nf ] X :
X - sin (L), + cas ( ki), R L)
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Gleichung (60) ist filir die ersten 8 Eigenfrequenzen in
Abb. 14 dargestellt. Da 3 fiir alle denkbaren Abmessungen
zwischen O und 1 liegt und auch (k1l), unabhdngig von der
Geometrie ist, gilt (60) allgemein, die Ortsfunktion ist
also geometrieunabhdngig und nur eine Funktion der Randbe-

dingungen (Einspannverhdltnisse).
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Abb.13: Dimensionslose Eigenfrequenz wv-: als Funktion der

dimensionslosen Linge L°
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4. VERGLEICH DER ANALYTIK MIT DER FINITE-ELEMENTE-RECHNUNG

Fiir den Fall der in Abb. 11 dargestellten Einspannverhdlt-
nisse und fiir die Materialdaten und Abmessungen

R = 30 cm Innenradius
h = 1.8 cm Wandstédrke
E = 1.85-106 kp/cm2 Elastizit&tsmodul
- 2
@ =0.8:107° Eﬁ% Dichte
p =1 kp/cm2 Differenzdruck zwischen innen und auBen
YV = 0.0 bzw. 0.3 Querkontraktionszahl,

werden in diesem Kapitel fiir die dimensionslosen Lingen

12 -1/R=0.1; 1.0 und 10.0

Vergleiche zwischen den analytischen Berechnungen und den
Ergebnissen einer Finite-Elemente-Berechnung mit ROTSYM
durchgefiihrt. Zu diesem Zweck wird die betrachtete Rohr-
(Zylinder-) Geometrie der drei dimensionslosen L&ngen L*
flir die statische und die dynamische Rechnung aus 2, 4 und
8 gleichartigen finiten Elementen aufgebaut. Diese Art der
Diskretisierung ist in Abb. 15 veranschaulicht.
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4.1 Statische Verformung unter Innendruck

Fiir die gewdhlten Daten liefert die analytische Rechnung
die Werte nach Gleichung (40) zu

w = 2,7023.00""an = konstant Gber ¢
w* 0

(%) = -81081.10°° T cm fir L*= g1
= -g108.0° § on fir L*= 10
- -41081.10" £ am fir L= mo.

Dabei entspricht w den Freiheitsgraden

1, 2, 5 bzw. 1, 2, 5, 8, 11, bzw,
1' 2' 5' 8' 11' 14' 17' 20' 23!

w' den Freiheitsgraden
4, 7 bzw. 4, 7, 10, 13 bzw.
4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25,

Uy (x) den Freiheitsgraden
3, 6 bzw. 3, 6, 9, 12 bzw.
3, 6; '9; 12, 15, 18; 21, ‘24

in Abb. 15.

Die numerische Rechnung liefert fiir alle Fdlle von L* und

die Zahl der finiten Elemente bei 5 ausgeworfenen signifi-

kanten Stellen exakte Ergebnisse!
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4.2 Dynamisches Eigenverhalten

Wie bereits weiter vorne angedeutet, werden die Eigenfre-
quenzen und Eigenformen flir v = O berechnet, um sie mit den
analytisch ermittelten zu vergleichen. Ein Unterschied ist
noch zu beachten, die analytische Berechnung geht davon

aus, daB das Trdgheitsverhalten nur durch translatorische
Bewegungen bestimmt wird, ein EinfluB der Rotationstrdgheit
wurde vernachldssigt, vgl. (42). In der numerischen Rechnung
ist jedoch die Rotationstrdgheit infolge des speziellen Ver-
schiebungsansatzes w(x), w'(x) und ug(x) enthalten. Neben
den vom Prinzip der finiten Elemente herriihrenden Abwei-
chungen zwischen Analytik und Numerik kann auch die ver-
schiedene Beriicksichtigung der Rotationstrdgheit zu zusdtz-

lichen Unterschieden fiihren.

In den Abb. 16 bis 20 sind neben den 8 ersten Eigenfrequen-
zen die dazugeh&rigen Eigenformen filir die 8-Element-Diskre-—
tisierung dargestellt, und zwar fir alle 3 Werte von L/R,
fiir vy = O und v = 0.3. Die Stabschwingungsformen sind bei
V"= 0 2-fach dargestellt, einmal in ihrer natiirlichen Vor-
kommensweise (durchgezogen) und einmal senkrecht liber der
Elementlidnge (strichliert), um den Sinuscharakter, der auch
durch (49) gegeben ist, zu verdeutlichen. Die Abweichung
der Eigenfrequenzen von den analytischen Werten ist in

Abb. 21 dargestellt, wiederum fiir alle Werte von L/R und
flir die 2-, 4- und 8-Element-Diskretisierung.

Abb. 16, fir L/R = 0.1, zeigt eine vdllige Ubereinstimmung
der Eigenfrequenzen und Eigenformen fiir v = O und v = 0.3.
Dies ist verstdndlich, da bei diesem extrem kurzen Ring
die Tr&dgheitsverkopplung zwischen Ladngs- und Querverschie-
bungen klein ist. Die Eigenformen entsprechen sehr genau
den analytisch bestimmten in Abb. 14. Die Genauigkeit ist,
siehe Abb. 21, sehr hoch, und zwar auch fiir die 4-Element
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und mit Einschrdnkung auch noch fiir die 2-Element-Diskre-
tisierung. Bemerkenswert, daB8 die Genauigkeit des Schalen-
verhaltens wesentlich hoher ist als die des Stabverhaltens.

Abb. 17 und 18 zeigen die entsprechenden Verhdltnisse fiir
L/R = 1. Auch hier wieder fiir V= 0 eine sehr genaue Uber-
einstimmung der Eigenformen. Fiir v = 0.3 ist bereits eine
deutliche Frequenzverschiebung und zum Teil auch eine Ver-
dnderung der Eigenformen feststellbar. Auch der Fehler ist
abgesehen von der extremen 2-Element-Diskretisierung, als
klein anzusehen.

Abb. 19 und 20 zeigen letztlich die entsprechenden Zusam-
menhdnge fir das Lingenverhdltnis L/R = 10. Die Stabeigen-
formen (nur die ersten 3 aufgetragen) entsprechen sehr gut
den analytischen, wie {liberhaupt der Fehler der Eigenfre-
quenz der Stabformen vom Verhdltnis L/R unabhdngig ist. Die
Frequenzabweichungen gegeniiber der Analytik sind hier schon
relativ stark, was mehrere Griinde hat:

Neben der bei L/R = 10 schon recht groben Diskretisierung
mit nur 8 Elementen &duBert sich das Zusammenfallen aller
Schalenfrequenzen (Abb. 13) als numerisch ungilinstig. Wei-
ters ist denkbar, daB die Rotationstrdgheit, die in der
analytischen Berechnung vernachldssigt wurde, mehr an Ein-
fluB gewinnt und somit korrekte Abweichungen von den ana-
lytischen Werten auftreten. Diese Vermutung wird dadurch
erhdrtet, daB auch bei Verwendung von 16 Elementen nur eine
unwesentliche Anderung der Eigenwerte auftritt. Da die
Eigenfrequenzen relativ stark von den analytischen Werten
abweichen, sind auch die Eigenformen relativ stark abge-
wichen. Insbesondere fallen die Form der Ordnungsziffern

4 und 5 (Abb. 19) aus dem Rahmen, bei den Nr. 6 bis 8 f&llt
die Amplitude am rechten Ende auf ca. Null ab, im Gegensatz
zu den analytischen Werten. Bei v = 0.3 (Abb. 20) ist eine
starke Verkopplung der Ldngs- und Queranteile in den Eigen-
formen festzustellen, dies ist bei den vorliegenden Abmes-
sungen auch zu erwarten.
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5. VERGLEICH DES FINITEN ELEMENTS MIT SAPIV-ELEMENT

Das in diesem Bericht hergeleitete finite Element ROTSYM
soll verglichen werden mit dem eines handelsiiblichen Finite-
Elemente-Strukturdynamik-Codes. Zur Verfiligung stand das
Programm SAPIV /7/, dessen Element Nr. 4 sich als rotations-
symmetrisches, druckbelastetes Schalenelement verwenden
ld8t. Das Elementverhalten wird beschrieben durch die Kno-
tenpunktverschiebungen am Innen- und AuBenrand, die gewdhl-
te Diskretisierung durch 2, 4 und 8 Elemente ist in Abb. 22
dargestellt.

541 Statische Verformung unter Innendruck

Das Verhalten der Struktur wird nicht durch die Verformung
der Wandstdrkenmittellinie (wie bei ROTSYM) beschrieben, da-
her gelten auch etwas andere Formeln zur Beschreibung der
statischen Verschiebung. Nach der Theorie der dicken Schalen
/5/ ldB8t sich fiir den vorliegenden, einfachen Lastfall her-

leiten:
R

w, = é RE-R* [R;z(f-l') t Rz(fi-r)]p
2

i
3
W, = 3 g_:} P (61)

i) ~ -vi(win)x

mit

R Innenradius
R AuBenradius

X Liangenkoordinate
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L-Element -Diskretisierung
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Abb. 22: Diskretisierung des Zylinderelementes in SAP IY
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E Elastizitdtsmodul

v Querkontraktionszahl

P Differenzdruck = konstant iber x

u, mittlere Langsverschiebung (Ldngsverschiebung
der Wandstdrkemittellinie)

wi Querverschiebung an der Innenkante

W Querverschiebung an der AuBenkante

Fiir die gewdhlten Geometriedaten ergeben sich die Zahlen-
werte
-4
i 2.8348-10 cm
w, = 2.7814-10"% cm (62)

uotx) ~ -8.4243'10*5x cm.

1]

w

In Abb. 23 sind die Abweichungen der SAPIV-Rechnung von

den Werten (62) fir die dimensionslosen Lidngen L* = 0.1;

1.0 und 10.0 fiir jeweils 2, 4 oder 8 Elemente iiber der Rohr-
ldnge aufgetragen. Die Fehler an der Innen- und AuBenkante
sind nahezu identisch, daher nur 1 Kurve fiir die Querver-
formung. Da der Fehler der Lingsverschiebung nur ndherungs-
weise gilt, ist er weniger als absolut, sondern vielmehr

als relativ zu verstehen. Im Gegensatz zu ROTSYM nimmt hier
der Fehler stark mit dem Lidngenverhdltnis L’ zZu.

5.2 Dynamisches Eigenverhalten

Eigenfrequenzen und Eigenformen wurden mit denselben Daten
wie in Kap. 4.2 berechnet. Eine entkoppelte Berechnung von
Stab- und Schalenformen mit v = 0 ist hier nicht méglich
und es kann somit auch keine Abweichung von analytisch be-
stimmten Werten wie im Kap. 4.2 errechnet werden. Zu Ver-
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gleichszwecken sind in Tab. 2 die jeweils ersten 10 (falls
vorhanden) Eigenfrequenzen von SAPIV und ROTSYM nebenein-
andergestellt. Bei der 2-Element-Diskretisierung von ROTSYM
existieren nur 7 Eigenfrequenzen, die SAPIV-Rechnung liefert
nicht immer die Gesamtzahl der vorhandenen Eigenfrequenzen,
dies hdngt vom Verfahren (Determinantensuchmethode) und der
im Rechner zur Verfiligung stehenden Stellenzahl ab und ist
insbesondere fiir die Berechnung erregter Schwingungen nach
der Methode der "Time History Modal Analysis" sehr un-
ginstig.

Man erkennt, daB bei L* = 1.0 und 4 bzw. 8 Elementen die
Ubereinstimmung recht gut ist, bei allen anderen Fillen
nicht. Das SAPIV-Element arbeitet nicht nach der Theorie
der biegesteifen diinnen Schalen, sondern vielmehr #hnlich
der Theorie der dicken Schalen, trotzdem miiBten die Ergeb-
nisse bei der gewdhlten Geometrie dhnlich sein, da die
Theorie der dicken Schalen bei der Berechnung diinner Scha-
len nicht versagt, sondern die diinne Schale als Sonder-
fall der dicken Schale zu verstehen ist.

Ob nun die SAPIV-Ergebnisse sinnvoll oder nicht sind, kann
an den zugehdrigen Eigenformen abgeschidtzt werden: Nimmt
der Grad der Verformung mit steigender Ordnungszahl zu, so
sind die Eigenformen zumindest qualitativ richtig und die
Eigenfrequenzen kdnnen als akzeptabel betrachtet werden.

Zu diesem Zweck sind fiir L* = 0.1;, 1.0 und 10 die ersten

8 Eigenfrequenzen und Eigenformen fiir die 8-Element-Diskre-
tisierung in den Abb. 24, 25 und 26 dargestellt. Die durch-
gezogene Linie stellt die Verformung der Innenkante, die
strichlierte die der AuBenkante dar. Die gedachte gemittel-
te Verformung entspricht der Verformung der Wandstdrken-
mittellinie und ist mit den Ergebnissen von ROTSYM ver-
gleichbar.



L* 0.1
ROTSYM SAPIV
Elemente 2 4 8 2 4 8

N 16.027 16.027 16.027 15.560 15.560 15.560
:ﬁ 163.750 163.580 163.570 99.530 106.300 108.200
& 270.830 265.700 264.430 252.000 256. 300 257.400
§ 886 .760 837.950 803.300 308.000 323.400 323.400
% 945.980 881.790 880.030 323.400 331.900 335.500
§ 2.544.000 | 1.522.300 |1.373.200 | 417.800 366.700 339.200
_% 6.570.000 | 2.195.300 [1.993.900 | 435.600 | 448.600 367.500
” 2.201.700 | 2.174.300 467.800 483.500 | 410.500
4.094.400 | 2.679.400 615.900 455,400

7.231.000 | 3.417.100

Tab. 2: Vergleich der Eigenfrequenz
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L* 1.0
ROTSYM SAPIV
Elemente 2 4 8 2 4 8
16.823 15.722 15.619 9.387 13.320 15.120
17.178 16.202 16.087 14.930 15.120 15.230
- 18.898 18.423 18.273 20.010 16.750 17.050
%‘ 27.660 27.319 27.019 26.350 26.170 24.790
Qﬁ 33.825 27.415 27.170 63.020 26.880 27.010
g 72.352 44.116 43.591 142.600 53.750 39.140
% 102.150 74.917 67.248 308.500 75.370 58.820
§ 83.991 80.507 323.400 114.400 78.240
.% 116.140 97.682 493.000 116.900 82.930
“ 152.680 134.910 616.600 138.900
Tab. 2: Vergleich der Eigenfrequenz -Forts.-
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Tab. 2: Vergleich der Eigenfrequenz ~Forts.-

g 10.0
ROTSYM SAPIV
Elemente 2 4 8 2 4 8
2.326 2.280 2.279 2.456 2.502 2.512
8.127 7.176 6.902 5.625 6.977 7.355
17.345 12.940 11.668 6.005 7.454 7.701
g? 18.160 17.331 16.121 7.740 10.490 11.420
&a 18.427 17.931 17.341 9.596 10.580 13.150
8 32.032 18.646 17.960 | 206.600 10.990 13.750
§ 41.850 18.653 18.290 | 313.600 11.780 14.060
= 18.692 18.392 | 323.400 11.850 14.230
S 19.320 18.429 | 462.900 13.070 14.460
e 32.028 18.877 | 568.300 15.990 15.040
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Abb. 24 zeigt eine gute Ubereinstimmung der Eigenformen 1, 2,
3 und 6 mit den Eigenformen 1, 2, 3 und 5 von ROTSYM in

Abb. 16. Die Eigenformen 4, 5, 7 und 8 miissen aber als &uBerst
unwahrscheinlich angesehen werden, wenn man die Abmessungen
bei L* = L/R = 0.1 beriicksichtigt.

Abb. 25 zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung aller Eigenfor-
men mit Abb. 18, nur sind die Eigenformen 1 und 2 vertauscht.

Abb. 26 zeigt ebenfalls eine teilweise gute Ubereinstimmung
mit Abb. 20, jedoch ist auch hier die Reihenfolge nicht ver-

tretbar.

Das SAPIV-Element liefert fiir L’ = 1.0 die besten Ergebnisse,
die anderen Ldngen, besonders 1* = 0.1, erscheinen bedenk-
lich, so daB8 die ROTSYM-Ergebnisse als besser zu bewerten
sind. Bei Verwendung von mehr Elementen lassen sich aber
sicherlich auch in SAPIV bessere Ergebnisse erzielen.
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6. ZUSAMMENFASSUNG

Ein statisch exaktes, rotationssymmetrisches finites Schalen-
element (ROTSYM) wurde hergeleitet, dessen Genauigkeit durch
die Verwendung der statisch exakten Verschiebungsfunktion

als Ausgangspunkt filir die Matrizenzusammenhdnge entsteht.

Die Leistungsfdhigkeit des Elementes wurde mit analytischen
Ergebnissen (soweit solche vorliegen) verglichen und als sehr
gut befunden, und zwar nicht nur bei statischen, sondern

auch bei dynamischen Problemen. Ein Vergleich mit dem Element
Nr. 4 der SAPIV-Element-Bibliothek zeigt, daB insbesondere
bei statischen, aber auch bei dynamischen Problemen unter
Verwendung der gleichen Anzahl von Elementen ROTSYM wesent-
lich bessere Ergebnisse liefert.

ROTSYM hat sich auch in der Rechenpraxis bei der Berechnung
von postulierten Kernkraftwerksunfdllen sehr gut bewdhrt,
insbesondere deshalb, weil relativ wenige Elemente fir eine
Diskretisierung der Struktur ausreichen.
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