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Kurzfassung 

Die mit der Methode der Finiten Elemente in der Struktur­

mechanik erzlei baren Ergebnisse sind bis auf wenige Ausnah­

men Näherungen. Exakte Ergebnisse erhält man für statische 

Probleme bei Verwendung von Zug-Oruck-, Torslons- und B1ege ­

stäben, da die bei diesen Elementen verwendeten Verschie­

bungsansätze identisch sind mit der Lösung der Differential­

gleichung für die Verformung als Folge statischer Lasten. 

In diesem Bericht soll ein weiteres Element , basierend auf 

der Theorie der rotationssymmetrlschen , dünnen Schalen, 

vorgestellt werden , das ebenfalls statisch e xakte und dy­

namisch sehr gute Ergebnisse liefert. 

Abstract 

Structure mechanic calculations which a r e based on the 

method of finite e l ements , lead to an appr oximative solut i on 

of the problem of interest in nearly all cases . Never t he­

less , some few e lements delive r exact static solutions, e.g. 

the bar and the beam element including bend1ng, shear1ng and 

twist1ng theor y, since the assumed displacements are iden­

tical with the solution of the differential equation of the 

stat1c problem. This paper introduces another finite e lement , 

which 1s based on the theory of thin shells and yields exact 

static and very accurate dynamic results. 



- ii -

INHALTSVERZEICHNIS 

1 . Einleitung 

2. Herleitung der Massen-, Steifigkeits- und 

Störmatrix 

2.1 Herleitung der Steifigkeitsmatrix 

2.1.1 Lösung der Ve rschiebungs-Oifferential-

gleichung 

2.1.2 Berechnung der Schnittgrößen und der 

Steifigkeitsmatrix 

2.2 

2.3 

Herleitung der Massenmatrix 

Herleitung der Stö rmatrix 

3. Analytische Ergebnisse für die statische 

Verformung und das dynamische Eige n-

verhalten 

3. 1 Statische Verformung unter Innendruck 

3.2 Dynamisches Eig enverhalten des Schale n­

elements 

4. Vergleich de r Analytik mit der Finite­

Elemente-Re chnung 

4. 1 

4.2 

5 • 

5.1 

5.2 

6. 

7. 

8. 

Statische Verformung unter Innendruck 

Dynamisches Eige nverhalten 

Vergleich des finiten Elements mit 

SAPIV-Element 

Statische Verformung unter Innendruck 

Dynamisches Eigenverhalten 

Zusanune nfassu ng 

Literaturverz e i c hnis 

Verteile r 

Seite 

1 

3 

4 

4 

12 

18 

24 

31 

31 

33 

43 

45 

46 

54 

54 

56 

66 

67 

69 



- iii -

ABBILDUNGS VERZEICHNIS 

Abb . 1 , 

Abb. 2, 

Abb. 3 , 

Abb . 4 , 

Abb . 5 , 

Abb. 6 , 

Abb. 7, 

Abb . 8, 

Abb. 9, 

Abb. 10 , 

Abb. 1 1 , 

Abb. 1 2 , 

Abb. 13, 

Abb. 14, 

Abb. 1 5, 

Abb. 16, 

Abb. 17, 

Abb. 18 , 

Abb. 19 , 

Abb . 20, 

Abb. 21 , 

Abb. 22 , 

Abb . 23, 

Abb. 24, 

Abb . 25, 

Abb. 26 , 

Gleichgewichtsbed1ngungen 

Zusammenhang zwischen Biegung und Zug 

Randbedingungen 

Elementschnittkräfte 

Umbenennungen 

Freiheitsgrade und Matrizenbesetzung 

Beispiel des Rohres unter Inn endruck 

Volumenelement 

Rohr element mit offenen Enden 

Rohrelement mit geschlossenen Enden 

Beispiel eines Lastfalles 

Dynamisches Gleichgewicht des Volumen­

elements 

Dimensionslose Eigenf r equenz als Funktion 

der dimensionslosen Länge 

Ortsfunktion de r Schalenschwingung 

Diskretisierung der Zylindergeometrie 

Eigenformen L/R = 0 .1 

Eigenformen L/R = 1 . 0; v = 0 

Eigenformen L/R = 1 . 0 ; v = 0 . 3 

Eigen f o rmen L/R = 10 . 0 ; v = 0 

Eigenforrnen L/R = 10 . 0; v = 0.3 

Abweichung der Eigenfrequenz gegenüber 

der Analytik 

Diskretisierung des Zylinde r elements in 

SAPIV 

Fehler der statischen Verschiebung des 

SAPIV- Elernents 

SAPIV- Eigenformen L/R = 0 . 1 

SAPIV-Eigenforrnen L/R = 1 . 0 

SAPIV-Eigenformen L/R = 10.0 

Seite 

5 

6 

10 

13 

1 4 

16 

1 7 

20 

25 

27 

31 

33 

41 

42 

44 

48 

49 

50 

5 1 

52 

53 

55 

57 

63 

64 

65 



- iv -

TABELLENVERZEICHNIS 

Tab. 1: Lösungen für k als Funktion der Rand­

bedingungen für rotationssymmetrische 

Schalenschwingungen 

Tab. 2: Vergleich der Eigenfrequenzen 

Se ite 

37 

59 



FORMELZEICHEN 

A 

B 

B 

B" 

C 

C, bis C6 
D 

E 

F 

F 

FNX,FOx,FNy 
G 

K 

M 

M x 
p 

Q 

R 

S 

S , bis S6 

U 

V 

a 

h 

k 

1 

p 

r 

U, Uo 
w 

x 

- v -

Verknüpfungsmatrix 

Störmatrix 

Verknüpfungsrnatrix 

Verknüpfungsmatrix 

vektor der Integrationskonstanten 

Integrationskonstanten 

Dehnsteifigkeit 

Elastizitätsmodul 

Vektor der Störkräfte 

Ortsfunktion 

Schnittkräfte 

Zeitfunktion 

Biegesteifigkeit 

Massenmatrix 

Schnittrnoment 

Dämpfungsrnatrix 

Steifigkeitsmatrix 

Radius 

Vektor der Schnittkräfte 

Schnittkräfte 

Verschiebungsvektor 

Verschiebungsvektor 

Verknüpfungsmatrix 

Wandstärke 

bezogene Größe 

Elementlänge 

Druck 

Radialkoordinate 

Längsverschiebung 

Radialverschiebung 

Längskoordinate 



a 

B 

p 

°x , ocp 
MS 

w 

- vi -

be zogene Größe 

be zoge ne Größe 

Dennungen 

Querko~traktionsza h l 

Dl chte 

Spanm.:.n~T(>!1 

Obur"Cl ächenkra f t 

Eigenfrequenz 



- 1 -

1. EINLEITUNG 

Bei der Berechnung des statischen und dynamischen Verhaltens 

von Strukturen mit der Methode der Finiten Elemente werden 

mit wenigen Ausnahmen Elemente verwendet, die nicht nur für 

dynamische, sondern auch für statische Probleme Näherungs­

lösungen liefern. Statisch exakte Ergebnisse kann man bei 

der Verwendung von Zug- Druck-Stäben und Biegebalke n im Rah­

men der angewendeten Statiktheor ie erzielen. Alle anderen 

Elemente liefern Näherungswerte, wobei die erzielbare Genau­

igkeit im allgemeinen mit der Zahl der verwendeten Elemente 

bis zu einer gewissen Grenze zunimmt (Abnahme des Diskre­

tisierungsfehlers) und bei weiterer Vergrößerung der Element­

zahl wieder abnimmt (Uberkompensation des kleiner werdenden 

Diskretisierungsfehlers durch den größer werdenden Fehler 

der numerischen Berechnung der Lösung) . 

Dynamisch exakte Ergebnisse sind nie erreichbar, da zur Lö­

sung nicht von den partielle n Differentialgleichungen des 

dynamischen Strukturverhaltens ausgegangen wird , sondern 

zur Her l eitung sowoh l des Steifigkeits- a l s auch des Träg­

heitsverhaltens Verschiebungsansätze Verwendung finden, 

die der Statik entspringen / 1 , . 2/ . 

In dieser Arbeit sol l ein weiter es statisch exaktes Element 

vorgestel l t werden , welches auch sehr gute dynamische Eigen­

schaften aufweist . Es handelt sich hierbei um ein rotations­

symmetrisches Schalenelement, welches von der Theorie der 

dünnen Schalen ausgeht und besonders zur Berechnung der 

Auswirkung von rotationssymrnetrischen , dynamischen Dr uck­

belastungen auf röhren- und zylinderförmige Strukturen ge­

e ignet ist . Das Element ist im folgenden "ROTSYM" genannt 

worden . 
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Angewendet wurde das Element bisher bei der Berechnung von 

postulierten Reaktorunfällen, u.a. auch unter der Berück­

sichtigung der gegenseitigen Beeinflussung von Struktur und 

Fluid / 3 / . 
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2. HERLEITUNG DER MASSEN-, STEIFIGKEITS- UND STöRMATRIX 

Zur Lösung statischer Probleme als Folge einer verteilten 

Druckbelastung muß die Gleichung 

GU = F: BpJ (1) 

zur Lösung dynamischer Probleme die Gleichung 

nOt PUt GU - F(t) -13p(t) (2 ) 

M = Massenmatrix 
p ~ Dämpfungsrnatrix 

Q ~ Steifigkeitsmatrix 

B ~ Störrnatrix 

F ~ Vektor der Störkräfte 

U ~ Verschiebungsvektor 

p ~ Druck- (Stör-) Vektor 

gelöst werden. Die in diesem Kapitel herzuleitenden Matrizen 

M, Q und B (P folgt aus M, Q und gewissen Annahmen über das 

Dämpfungsverhalten) gehen von der Theorie der dünnen Schalen 

aus /4, 5/; das bedeutet, die üblichen Knoten in der Finite­

Element~-Methode entsprechen der kreisförmigen Wandstärke­

mittellinie an den Elementerändern. Der Verschiebungsvektor 

U enthält somit die rotationssymmetrischen Verformungen der 

Wandstärkemittellinien an den Rändern der einzelnen Elemente. 

Neben der Schalentheorie wird vorausgesetzt, daß der Verlauf 

des Druckes p (genauer des Differenzdruckes Ap zwischen in­

nen und außen) über einem Element einen linearen Verlauf 

haben soll. 



- 4 -

2.1 Herleitung der Steifig kei tsmatrix 

Betrachtet werden dünne Kreiszylinderschalen unter rotations­

symmetrischer Belastung. Ausgangspunkt aller Herleltungen 

der charakteristischen Größen eines Elements ist die Be­

stimmung der Steifigke itseigenschaften. Von den meist ver­

wendeten Herleitungsmethoden wie 

Einheits -Verschiebungs-Satz 

Satz von Castigliano 

Lösung der Differentialgleichung für die Element­

Verschiebung 

Invertierung der Verschiebungs-Kraft-Verhältnisse 

wird die Lösung de r Differentialgleichung verwendet , die, 

vorausge setzt, daß eine solche Lösung exist iert, statisch 

exakte und dynamisch sehr gute Ergebnisse bei der Beschrän­

kung auf relativ wenige Freiheitsgrade der zu idealisier­

enden Struktur li e fert. 

Die in der folgend e n Herleitung verwendeten Bezeichnunge n 

für Verschiebungen, Schnittkräfte und auch die Abb. 1 und 2 

werden aus / 4/ übernommen. 

2. 1 • 1 Lös u n g der Ver s chi e b u n 9 s - 0 i f f e -

ren t i a 1 9 lei c h u n 9 

a) Gleichgewichtsbedingungen 

Mit den am Volumenelement dxR d~h in Abb. 1 eingetrage­

nen Schnittgrößen je Längeneinheit und einem Innendruck 

p(x) lassen sich die folgenden drei Gleichgewichtsbe­

dingungen aufstellen: 
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f', 
x 

Abb. 1: Gleichgewichtsbedingungen 

Kräftegleichgewicht in x - Richtung: 

dFNx - 0 (3 ) 

Kräftegleichgewicht in radialer Richtung: 

(fQx + dFQx ) Rdlf - FGI( Rdlf - FN'fd)(ejI{J-t pfxJRdxdlf .. 0 

dF~ _ i F + p(xJ - 0 
dx R N'f 

Momentengleichgewicht: 

( Nx + dt1( ) Rd'f - 11$ Rdf - /Q( Rdxd'f - 0 

dt7Jl 
dt - fGl( C 0 

(4 ) 

(5) 

Zur Bestimmung der vier unbekannten Schnittgrößen stehen 

nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfügung . Aus 

der ersten Bedingung folgt 

ffQ· /«Inst "/ 
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und die heiden anderen Beziehungen können zusammengefaBt 

werden zu 

(6) 

b) Formänderungsbetrachtung und Hookesches Gesetz 

Zur Beschreibung des Verformungszustandes werden folgende 

Größen eingeführt : 

u Verschiebung in x-Richtung 

w Verschiebung in r - Richtung 

Aus Symmetriegründen kann eine Verschiebung in ~ -Richtung 

ni cht auftreten. Zwischen den Ver schiebungen und Dehnungen 

besteht folgender Zusammenhang (Abb. 2): 

Abb. 2: Zusammenhang zwischen Biegung und Zug 

e. • 
X 

du -dx 

w 
r 

• 

• 

du. --dA 
Ir 

R+~ 

w '" --R 
(7 ) 
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Die Dehnungen setzen sich aus einem reine n Zuganteil und 

aus einern Biegeanteil zusammen (Abb. 2 ). Zwischen den 

Verschiebungen und den Spannungen besteht über das Hooke­

sehe Gesetz de r Zusammenhang 

so daß man für die Schnittgrößen schreiben kann 

+"h 

Ftu - I o;.dl w 1=;Z (",,'+.,.;) - J)( ""'+..-1) 
-t.,{ 

Eh 
1-'· 

Dehnsteif,"gkeit ) 

Zur Berechnung der Steifigkeitsverhältnisse des Elementes 

können die Verformungen Uo und w nicht wie in / 4/ vonein-

(9 ) 

(' 0) 

(, 1) 
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ander getrennt betrach te t werden; die Längskraft FNx ist 

dahe r als Konstan te , abe r a ls von Null verschieden in die 

weitere Rechnung einzuführen ,' man e r hält somit aus ( 9 ) 

I U. r o 

FIf,. - ( 1 2) 

Setzt man ( 5 ) , (11) und (12) in (4) ein , so e r hält man 

die Dif ferential g leichung fü r di e Radialverformun g 

Mi t der Substitution 

geht die Gl e ichung über in 

IV 
IV + 

Di e homogene Lösung dieser Gleichung l autet 

"'h (xl z C,f;"I.JI. finhrl.x T Cz fin~xco$M)( + 

( 1 3) 

+ Ci (OS tl.x sinhtJ.)( .. C, cosrl..l coshtl.x J (14) 

die partikuläre Lösung z .B. für p(x)=p=konst. 

( 1 5) 

Die gesuc hte n Steifigkeitsverhältnisse , a lso der Zusam­

menhang zwischen der Verschiebung und den Schnittgrößen 
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an den Elementrändern sind nicht von der Belastung der 

Struktur abhängig, deshalb "kann in (15) der Druckterm 

Null gesetzt werden. Der Einfluß der Druckbelastung wird 

über die später herzuleitenden äußeren Knotenpunktkräfte 

bestLmmt, die dann die Verschiebungen bzw. die inneren 

Knotenpunktkräfte zur Folge kaben. 

Mit 

p.O 

F,,~ • - fes • konstant ( 16) 

folgt aus (14) und (15) für die Radialverschiebung 

w(}() • C,sinl.xsinM.x. c,. sinrAxcosh;,x ~ 

( 17) 

Für die Longitudinalverschiebung erhält man aus (12) 

mit (16) und (17) 

I ( fi,. W(X») d. /' 
Uo(X) ~ F-Y-:r- XTL,· 

= -;x ( c,( slf7tlaoshtl.x-cosrJ.xsinhtl.x) + Cz( s/n;'ninhü-cOItl.Kcarhrix) + 

+ ~ (sinIAXIinhIAUcosrJ.xeos},rJ.x) + elf (s"n"x(orhlt~+(QIrAxSlnhIiX)J-

Cr~+ C,. (18) 

Den dritten Freiheitsgrad an den heiden Elementrändern-l 

die Neigung bzw. Verdrehung ~~ erhält man aus (17) zu 
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w'(x) - .( { c, ( sinJ.-uosh4x+(os,/,uinhtbj + 

~(i ( s;nt4xsinM( + (os;'X(OIh«x) + (3 (-sinJ.rs'nJ,tAY + (osJ.rcosJ,;.x) + 

+4 (-~/""~CDSht4.t.,. (osJ.XJinhl.x) J . (19) 

Zur Bestimmung der sechs freien Konstanten stehen die je­

weils 3 Randbedingungen an den Enden eines f i niten Elemen­

tes der Länge L zur Verfügung. Die Elementenden stellen die 

Knoten in der Te r minologie der Finiten- Elemente- Theorie dar, 

sie entsprechen in dem geschilderten Fall dem mittleren 

Kreiszylinderumfang. Durch das Aneinanderreihen von jeweils 

einem Knoten eines El ementes an einen Knoten des angrenzen­

de n Elementes g l eicher Natur und durch die statisch exakte 

Verschiebungsfunktion ist auch die statische und kinemati­

sche Verträglichkeit des Elementes in jedem Fall gewährlei­

stet. 

Die sechs Randbedi ngungen nach Abb. 3 

"'Cl ..,(x) We 

u..' 
, 

I Ult) '4, , , )/-0 W./ WCl I (JCl 

w.' G- e W. , 
X- l 

Q 
. __ . 

lVe , IV., (Je K 

Abb. 3: Randbedingungen 

in (17), (18) und (19) eingesetzt und die daraus ent­

stehenden sechs Gl eichungen in Matrizenschreibweise an­

geordnet , führt auf die Matr izengleichung 

V· AC (20) 
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mit dem Vektor V der Knotenpunktverschiebungen, dem Vektor 

C der freien Konstanten und der verknüpfenden Matrix A. 

Eine vollständige Darste llung der Gl e ichung (20) ist im 

folgenden gegeben : 

cl Vollständige Darstellung der Gleichung (20) 

V" AC 
jI ( , ')T 

" lVa , UQ / W", 1I'e, LIe ,"'. 
e" (c" c,. / c., Cf I ~, ~ ) T 

A' I Ai.j J i felJen-N,. / 
• 

, Spolten- Nt. / 

At,. sintJ.I,;nn;'1 Atz" s;n_1 (OS""" 
A., " (0(,1,/ cosht{ l A. " r~ 
A51 " -m (s;n"lcosndl - costl'&inhtlol) 

A51 - -JJ ( s,"",l sinnl.l - CDSiAlCDsn_L) 

A.- -~ ( ,in;'l sinhJ.l +CDsitlcW1lAl) 

A5t--~ ( sinJ.[ CDShj,{+cosJ.lsinhAL) 

A" " tJ.. ( si";'L cx},Al + los"'l ""hltL) 
Ag. co{ { Jir,;,l sinlrtlL + cos,I.lC/JSh;'l} 

~ • "(-sintl.1 si""'" + cosJ,lCPShl.l ) 

J\t ,. .I. (-sm'" coshl. I + cosrlüinh;, l ) 

AS'" t~ 
,4.-0 
A",-O 

l 
~.-;; 

~- 0 

. 
J • 1+' 
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Aus (20) sind die freien Konstanten durch Lösen des line­
aren Gleichungssystems formal berechenbar. Diese sehr auf­

wendige analytische Prozedur 1st jedoch nur dann notwendig, 

wenn die im folgenden zu ermittelnde Steifigkeitsmatrix 

1n analytischer Form gewünscht wird. 

2 . 1.2 Berechnung der Schnittgrößen und 

der Steifigkeitsrnatrix 

Definitionsgemäß gibt die Stelflqkeitsmatrlx die VerknUpfung 

zwischen den Schnlttgrößen a~ den Knoten und den Verschie­

bungen an den Knoten wleder,und zwar nach der Gleichung 

s .. QU. (21) 

S • Vektor der Schnittgrö8en belder Knoten 

o = Steifigkeitsmatrix 

U - Vektor der Verschiebungen beider Knoten 

Nach (5), (7), (11) und ('6) treten folgende auf den Um­

fang bezogene Schnlttgrößen auf: 

Fax. • - Kw"(x) • 

• -2t1..11( I C,{-sinJ.(ClJShI,~"'(QStl.X&inhrl.x) + Cz (-sin,J,.lSinM~~(OSII.X(OshrAx) -
- 4{ sin.üsinhtiJ+(DStJ~(DSl1tJx) - e, ( sineXCWuA(+(0I4UlnhAX) j 

f'1x • - /{w' (x) • (2 2 ) 

- - 2.1.1/1, { C, ( (osl.tcoshlox).,. ~ ( (JJSI4uinh,(t) + lS fS/nJ~(06hAJ() 
+ Cf r- sincl.x sinhJ.x) J 
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F,,1( • - Ees • /fonS!. (23) 

Für beide Knoten erhält man die Schnlttkräfte nach Abb. 4: 

X· 0 : 

x·l : 
f(JA I FNo. I NlI.o. 
F(je I F". I M}IIa 

Abb. 4: Elementschnittkräfte 

Setzt man die Randwerte für x in ( 22 ) ein und ordnet man 

die entstehenden sechs Gleichungen in Matrizenschreihweise 

an, erhält man 

F = B* • C 

mit dem Vektor F der bezogenen Schnittgrößen, dem Vektor 

C der freien Konstanten und der verknüpfenden Matrix B*. 

(24) 

Die in der bisherigen Betrachtung aus /4/ übernommene Be­

zeichnungsweise und auch der Bezug der Schnittgrößen auf 

den Umfang sind in der Finite-Elernente-Methode nicht zweck­

mäßig, insbesondere muß für die Zusammensetzung mehrerer 

Elemente ein gleicher Richtungssinn von Kräften und Ver­

schiebungen an den Knoten herrschen. Aus diesem Grund er­

folgt eine Umbenennung der folgenden Art (Abb. 5): 
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,{ I-IJcL 
R . 

r-X 
tF, .. Fi"ite-Elemenle-1'/et6otIe 

Abb. 5 , Umbenennungen 

5, = 2'R (- F ) U, = w Qa a 
52 = 2.R (-F ) U2 = ua Na 
53 = 2,R ( Mxa ) U3 = w' a 
54 = 2 nR FQe ) U4 = w U ~ V e 
55 = 2 . R FNe ) U5 = ue 
56 = 2 . R ( - M ) U6 = w' xe e 

Mit dieser Umbenennung wird aus ( 24 ) die Matrizengleichung 

5 = B . C 

mit dem Vektor 5 der Schnittgrößen, dem Vektor C der freien 

Konstanten C und der verknüpfenden Matrix B. Eine vollstän­

dig Dar stellung der Gl eichung (26) 1st im folgenden gegeben: 

v 0 1 1 st ä n d i 9 e 

G 1 eie h u n g (26) 

s· Be . 

s- (Si) • 

c- (CU 
, 
. 

j-rßij] J 

Dar 5 tel 1 u n 9 de r 

Zeilen-Nf. i·1+6 

Spalten-Nt-. j ·1~' 

(25) 

(26) 



- 15 -

-B,,-O B,.-O 
-8,,-0 -

~-O 

B.--1 a,.-O B.- O j,,-O 
ä.,- -,( (- si~ICDs"t41 + CD&41 s;nhtAl) 

8.- -,( (- s;n~ls;nhtAl + CDSt4ICD&htAl) 

~ • .,( ( slnI.{sinh;'1 + cost4ICDSh;'l) 

it,- ,( ( sinl.L (I)fj,;,[ ~ COf;'{ Si,,""l) 

Btf- 0 -8.- 0 

- -
Bs, - 0 Ba- 0 ßg-O ~-o 

~ .. o -a.-O 
a.-O 

- E 
J%T--V,'K 

-
~-O -

~ - (l)S"[~h"l 

4. --sind/ sinh;'{ 

4, - alUlsinhtl,l 
-Ik-O 

~ - - sinl.lctish~l 

Ba- 0 

Setzt man (20) unter Berücksichtigung von ( 25 ) in 

( 26 ) ein, erhält man den gesuchten Zusammenhang ( 21 ) 

-1 - 1 
S = B . C = B . A . V = B • A . U = Q . U 

mit der Stelfigkeitsmatrix 

-1 Q K B . A • (27) 

Aus ( 21 ) sind bei Kenntnis von 0 und der statischen oder 

dynamischen Verschiebung U (als Ergebnis eines Rechenlau­

fes) die Schnittgrößen bzw. daraus die für die Festlgkeits­

berechnung notwendigen S!?an'nungen bestimmbar. 
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Zur Illustration des Aufbaues der Steifigkeitsmatrix 1st 

im . folgenden die Matrix Q angegeben, die bei Vernachlässi­

gung des zweidimensionalen Spannungszustandes auftr eten 

würd e ; dies entspräche zwei voneinander entkoppelten Syste­

men , einmal Schalenbiegung und einmal Stabzug. Diese Ma­

trix ist mit erträglichem Aufwand analytisch berechenbar , 

in der tatsächlich durChgeführten Rechnung wird natür l ich 

der zweidimensionale Spannungszustand berücks ichtigt u nd 

die Ber echnung der Steifigkeitsmatrix erfolgt numer isch 

nach ( 27 ). 

S t e i f i 9 k e i t 5 m a 

1 ä 5 5 i gun 9 des 

tri x bei Ver n ach -

2 dirn e n 5 ion ale n 

5 pan nun 9 5 Z U 5 t a n des (vg 1. Abb. 6) 

" ( -1 

3 

-_. 

lh 

R 
• 

I 

f-

f 

~~~ • r 
L-J=-'-..J....=~ 

Abb. 6: Freiheitsgrade und r1atrizenbcsetzung 

x Matrixelemente der 

Matrixe!emente des 

SChalenbiegUng1 
voneinander 

Rohrzuges 
unabhängig 

3(~'~ TK~Eh3 
R"h' kB • 3{H'){ sinh',4[-sin"O 

ka 2',z( siltllandl + silhdl coshJL) 

XB .( ( s/n'JI + sinhZtI,L) 

- X, 2.1. ' ( sinl.l cosluAI + (D!tI,ÜinhtlL) 

~B 21.. ( sinti' u'nhtll) 
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Q". ka {-slru/.IClJsi.L + Ji'Ih;'Lcoshi.l} 

CUt • - kB U. ( sinJ.L s,nM l) 
Q3S. leB { sinJ.L ClJshlol - (DSAL sinhi.l ) 

Q.,. I<a ZA1( sinJlCDIi.L +sin~{CPShAt) 
(]f6 ~ - 1<8 .,( ( sinJ,'rJ.[ + rin'rJ.L ) 

(- sinl.! costi L + sin)';'l ClJshtJL) 

21E 'ß!:! 
[ 

Alle anderen Matrixelemente sind mit Null besetzt. 

Die Bedeutung des zweidimensionalen Spannungszustandes 

gibt folgendes Be ispiel eines geschlossenen , einseitig 

eingespannten Rohres unter I nnendruck wieder (Abb. 7): 

Abb. 7: Beispie l de s Rohres un t er I nnendruck 
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2-dimensionaler Spannungs zustand : --r> 0 

/Ir • -
2 getrennte einachsige Spannungszustände: ~= 0 

TU f 
Eh i Pi 

Für Stahl mit r. 0,3 ergeben sich folgende Verhältnisse: 

• 1-Z t • Q, Y 
U/' 

~ • 1- i . 0,85 

Durch diese Verhältnisse wird klar, daß der Berücksichtigung 

der Kopplung von Quer- und Längsverschiebung über die Quer­

kontraktionszahl V große Bedeutung zukommt. 

2 . 2 Herleitung der Massenmatrix 

Zur Bestimmung der Trägheitseigenschaften des Zylinderele­

mentes wird die Methode der "consistent mass" bzw . "equi­

valent mass " / 1, 2/ angewendet. Diese Methode liefert 1m 

allgemeinen wesentlich bessere Ergebnisse als die der 

"lumped mass ", da nicht nur die Hauptdiagonale der Massen­

matrix besetzt ist (Trägheitswirkung aller sechs Freiheits­

grade voneinander unabhängig) , sondern analog zur Steifig­

keitsmatrix eine vollständige Matrizenbesetzung erfolgt. 

Die Massenmatrix berechnet sich, z.B. nach Lagrange aus den 

Beziehungen für die potentielle und kinetische Energie her­

geleitet, zu / 1/ 
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f1 = 5'1 d"adV y 
(28 ) 

mi t der konstanten Dichte P, dem Volumenelernent dV und der 

Verknüpfungsmatrix a(x), wel che den Zusamme nhang zwischen 

den Verschiebungen im Innern eines finiten Elementes u{x) 

und den Knotenpunktver schiebungen wiedergibt: 

u (x) 

u (x) 

U 

a (x) 
( 29) 

Die Werte für a erhält man aus ( 17 ) und 18} unter Be­

rücksichtigung von ( 20 ) und ( 23 ) 

Q",(X) z (sirlll.xsinhtl.x, $/ntl,xeosh'(JI., ({JStl.uinhx, (OStl.xeoshtlx, t't 0) A- f 

- (W,fX), W1 (1.), W,(X), W.(X), Ws(J1.), W,(X)) A-
1 

Oll (X) • [-ljj( sint4Xeoslllb,-(ostl..wnhAx), -ij~ (si"tI.,(&"nh~x-co.sJx(pJh«x) 

'f( J._L ' " ) -r(, W cos",xCP:>r1iU slflfl,xsmhti.( ,-il:~ JII1I.~cOsh(~+(psJ~ S/'nhl.x) 

- X 1 J A-' • h I (30) 

• ( u,IXI, U,/(J, Uj(Jl.J, IJ,(~), U,(xJ, U,rJcJ) A- f 



a(t} • 

Aus Abb. 8 
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• 

Je dt 

L 

w,(x) tt,(X) 13(X) w,(X) /Ifr(/I.) ~(xJ A-~ 

U,(X) Uz(X) ~(X) u,(X) ulxJ UJt) 

(301 

Abb. 8: Volumenelement 

folgt 

dV·2TRhdX 

und für ( 28 ) folgt die 6 x 6-Matrix 

l 

!'1 a ZT R hf J (A-fY 
lall 

u,(x) 
tJ,(Je} 

• • • 

W,(l} Wz(I} 

U,(I} u,(') . --. 

~()(} 

~(Jt) 
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bzw. 

l 

N • Z'Kh!(~1)T [ f ~u,' 1r,1Ii+u,uz ~..,,+u,u, 

sy-etrisch 

~ 10', + ",I', 
L,l+ LI' "" . 

Die Auswertung der transzendenten Integrale 

..... 

-... . 

... ,~ + ",U, dx JA 

..".,~ +~u, 

.." w, + "sU, 

(3 1) 

erfolgte von Hand, die sich damit ergebende Besetzung 

der Matrix IM 1st im folgenden gegeben: 
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B e 5 e t z u n 9 de r M ass e n m a t r 1 x 

( 0 b e r e D r eie c k 5 m a tri x ) 

I 
k., • "" 

In • [Inii ] • sym_t,,'sd, 

'l"R y-L 
k, • i7. li kl • bI. U~h 

~ f 
~·Ma 

i· t~' 
j.t;., 

I"H· k., [- sinz_' (aJShul-z) + simy.l (2- aJSUl) - 'I4lJ r 
+ Ku [-I1'nltl,l(COPlUol+l) + sinhz/.t (z+CDsltAl)] 

I" tI. • k" [- ,;nU.l'''nhzI.I + CPShU.l (Z-(Q!t;.l) - , ] r 

+ Ku [- sinu.! sinhU.! + wshZl.l (l+(Q!U,L) -, ] 

1"'3 • M. [ sinUtl sinhZ'!'! - asu, 1 (CDSh2llol-Z) - f] + 

t k" [-s,'nzJ.Ls/nhz;.L - cos1JI.l {coshU,!+1.)+3] 

I"" - Ir" [ ,inzltl coshuL - coatl.L sinhul 1 + 
+ k" [- sinML (t)$hZl.l - coslt1,l,inhZr4L + tri l J 

I"tJ • -h, [ sinJlcpshtI.t -costl.lsinhl.L] + 

+ k, [fr { sinl.tcoshlol + cos,J's/nhrl.L) - 2(AJ,J,Lcoshdl] 

I"" • *. [ co.sI.Lcoshl,f -1 ] 

I"D. - kw [- ,/,,1.1.1 ({()S~z).l +1) + ,,",,IrZltl (Z-c#sltI,l) + 'ffÜ 1 t 
+ Mu [- s/nJAl( COJhzJl-l) + sl'nhZ,Jt(l+«JSMl)j 

1"13 r k" [ sinU" CDShzl.L - (osI;'! s,'nhz/,[ 1 t 
+ Ir", [- sinZtl.lcoshltl. 1 - cosU,1 s/"hZIt' - t 1., ] 
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Imt • k., [ ,inZIotrinhz;.1 - ClJSzJ,1 ( corhMl + 1.) ".3 ] + 

+ ku [-sinJilsinhz;,l- CDSz;'l(coshz;.l-l.) -1 J 
1"15 r - K, [ s,n.;,l sinhtl.l - cosJ,l cosh.t.{ + 1] + 

+k! [ 1t ( s/n;,{ ,inhtl,l + (ar~l axhAl- 1) - 1. costl.l sinn;"L] 

I"" - k3 [ (J]SJ.l s/nhlt l J 

1"33 • Kir [ sinul ("sht;'l-J.) + .inht"l (2+(O!ltItL) - tAL] + 
.. /(11 [ si,,2J.l ( (pshU{ +1) + sinhzJ,{ ( Z - (osUtl) 1 

I/f3t • It" [ .'nUt sinhZlol + (D,hul (Zf(osUl) -3 J + 
+ ~II [ sinllol slnhU.l + cDshzl"( (Z-({)SZltl) -1] 

Ilf. • -~, I sinJ.l sinhJ..l + (os/..L CDshA lJ + 
+ Itz. [1t ( -IinJ.l,inhlt{ .. cosltlcarhA! - 1) + 1 sin~(pg,;'L } 

1"34 • -ks I sin;'l coshltl J 

I""" • ~'" [ sinMl (QJu,1.1 +z) + sinhz"'l (Z+cosUl) + ";'L] + 
+J u [ sinU { ( (psh.l.l-2) + s,"nhztl. / ( Z - (osUl )} 

lifts· -k, [ r;ntlt./CDShJ,/ + (()s';'/sinhtl.l) + 
+ k, [ft (- s/nrl.{ (PShtJ l + (tJ!,I.{ ,inh;,!) + Z ,in;'{ Ilnhtlo l ] 

IIf~ • -k3 [ sinJ,/ s'nhrl. { ] 

( 
~ J e 

I/fsr· t h )' +;i;i 
C 

I"sr. • Zii 
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2.3 l:e rlel t :.mg der Störmatrix 

Für die Berechnung der Störmatrix stehen die Differenz­

drücke Pa und Pe am Anfang bzw. Ende eines Elements zur 

Verfügung, zwischen beiden Knoten wird ein linearer Verlauf 

angenommen. Diese Annahme 1st sinnvoll, da bei der Verwen­

dung von gerechneten oder gemessenen Druchverläufen meist 

auch nur Werte an diskreten Punkten bekannt sind und der 

Verlauf zwischen diesen Punkten angenommen werden muß. 

Prinzipiell sind auch andere Verläufe. 2.8. ein paraboli­

scher zwischen den 3 Knoten zweier Elemente möglich, aber 

nicht notwendig. Unter der Bedingung, daß die zu ermitteln­

de diskrete äquivalente Knotenpunktlast 1m El ement dieselbe 

potentielle Energie hervorruft , wie die tatsächliche , ver­

teilte Drucklast, folgt für die Knotenpunktlast / 1/ 

mit der Oberflächenkraft f dS und der verknüpfenden Matrix 

aT(xl nach ( 29 I . 

Man muß unterscheiden zwischen am Ende offenen oder gesch l os­

senen Rohren, was sich in der Berechnung von 32) in der 

Definition der Oberflächenkraft und auch der Verknüpfungs ­

matrix niederschlägt. Ein geschlossenes Rohrende kann auch 

durch eine Reihe geschlossener Elemente dargestellt werden, 

da sich bei der Aneinanderreihung mehrerer Elemente die zu­

folge der Geschlossenheit auftretenden zusätzlichen Längs­

kräfte aufheben, nur die Längskraft am Rohrende bleibt er­

halten. 
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Of f e n e Roh ren den 

p. 
-.-- Pr 

Cl ,-11 1 
fit/ti 

X ~ r--""tI 11 

-
x !-- --

Abb. 9: Rohrelement mit offenen Enden 

Die Oberflächenkraft ist nach Abb . 9 gegeben durch 

Da verteilte Oberflächenbelastungen nur in Richtung r 

treten, reduziert sich ( 29 ) a~f den radialen Anteil 

Die lineare Druckverteilung genügt der Gleichung 

die in (32) eingesetzt ergibt 

I I 

(33) 

auf -

(34) 

( 35) 

F" 21Xj ~(X){pQ.+ Pe~p,. x)dx " ZlF.j q~{t)( 1-f, [JdX 
,-4 

• 2,l? ( ~'r [ I t'4(X) 
",,(x) 

• . 

, 
dX} 

Pe. 

P­

A 



mit der Störmatrix 
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W,(X){1-f) 

lIIt(xJ(t-f) 

"'" (x)(,-lJ 

w,lx) f fit] 
~(JI) l 

• • 
• 

'" (xl f 

dem Vektor F der sechs äquivalenten Knotenpunktlasten 

und dem Vektor p der zwe i KnotenpunktdrUcke . 

Bemerkung: Infolge des zweidimensionalen Spannungszustandes 

s ind die äußeren Knotenpunktkräfte F2 und FS nicht Null. 

Die Auswertung der Integ rale "'i(;t) ( 1- t ) und Wj(t ) f er­

folgt e mittels ( 30 ) vo n Hand , die vollständige Darstel­

lun g von (36) 1st im Anschluß an d ie He rl e itung für die ge­

schlossenen Rohrend en gegeben . 

(36) 
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G e 5 chI 0 5 5 e n e Roh ren den 

P.'~ 
,-- ,.-'-- Pe 

I WIX} 

X -t-14ft ) R 
lI. dt . _ . .. 

TKp e 

Rohre lement mi t geschlossenen Enden 

Zu den zuvor geschilderten verteilten Druckbelastungen in 

r-Richtung treten zwei diskrete Kräfte in X- Richtung hinzu . 

Will man die Gesamtbelastung mit ( 32 ) erfassen , muß bei 

diskreten Kräften beachtet werden, daß dann das Integral 

entartet zu 

mit Xd als dem Ort des Angriffes der diskreten Kr aft und 

Fd als der diskreten Kraft selbst. 

(37) 

Im geschi lderten Fall folgt für die zusätz l ich zu berücksich­

tigende Knotenpunktkraft in x - Richtung 
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~. ~la:(x)) = cfu(o){-rRpa.) + r4(I){'~l'e) 

- T~{ k"'l -u,(o) 
-lJ,(o) 

analog ( 36 ). 

u,(l) 
u.W 

Pe 

( 38) 

Eine etwas einfache Art der Berücksichtigung des geschlosse ­

nen Rohres ergibt sich, wenn man d e n Kräften F2 und F 5 des 

Vektors F aus ( 36 ) die Länq!Skräfte aus Ahb. 10 überlagert , 

also 

D 0 

[ 21"K (It-' YIF + r"K 1 
-1 0 

] P - Bp. = 0 0 
0 0 
0 { 

0 0 

(39) 

Die Ergebnisse sind identisch. 

Die vollständige Darstellung von (36) und (38) ist im folgenden 

gegeben: 
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B e 5 e t z u n 9 des E r r e q e r v e k tor 5 

offenes Rohr 

geschlossenes Rohr 

F = 21T7! (A-'YIFP 
F = z.r~ O-fV(IF+IF~)p 

i le/1enloh{ / i·, .;. (, 
j SpoltenlOhl I je'';' Z 

wk I F 

P • (PG./ pe ) T 

-
IF • HF 1F 

-1FZ, • 
-I

FZZ 
c 

I
Rt 

• 

-Im. c 

-I
Ftf 

r 

/F'Il • 
-I
FSt 

• 

-Im • 
-11ft • 
-

-~ (=;'l~tl.l-1) 
,inJ.lcosh;'/-co€IAlsinhrltl +",,1 {(pS~CDShl.L -1) 

1-fr (O$l.l sinhl.l 

sinl.l ,inh'" - (JJStI,lCMhdl + ",1 (aralsinhtl.I 

-1 + 1t sinrltl coshd l 

sindl sinhtltl +cottl,lcoshrJ.l -",: sinrJ./cothdi 

1t SI""1 sinhrltl 

rinrJ.l coshtltl + (Os;,l slnhtltl -1117 ,in;,l sinhrJ.l 
K - t-< l h 

-r~l~ 
o 

I"" • 0 



- )0 -

- - " . I"If • 0 IFiIZ - -; ( smJoLcorhJ,l - (ostl.lsinhtltl) 

I
'llt 

• -! 1'111 • -f ( SInA"i";'tltl - (DsIt' coshJ,l) 2 

1'111 : -! lmz. r - f ( si"J,l sinhlt' + costl.L co,hlol) Z-

Inn • 0 
- .,. . 
Imz : - L ( sm"'! coshJ.! .. cos Jol si"hdt t) 

[nn r 0 - "Kl I:m " -.,( h 
In" • -DIR 1m2 • tJ(~ 
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3. ANALYTISCHE ERGEBNISSE FUR DIE STATISCHE VERFORMUNG 

UND DAS DYNAMISCHE EIGENVERHALTEN 

Zum Nachweis der Leistungsfähigkeit des hergeleiteten Sc ha­

lenelements ROTSYM sollen analytische Untersuchungen über 

die statische Verformung infolge eines vorgegebenen Innen­

drucks und über das Elgenverhalten angestellt werden. In 

Kap. 4 werden dann die aus numerischen Rechnungen erhaltenen 

Ergebnisse mit denen der analytischen Untersuchungen ver­

glichen. 

3.1 Statische Verformung unter Innendruck 

Oie statischen Verformungen w(x) und uo(x} sind unter Ver­

wendung der Lösung der Gleichungen (12) und (13) für analy-" 

tisch darstellbare Druckverläufe und konstante Abmessungen 

über x lösbar. Zum Vergleich mit den numerischen Rechnungen 

soll ein möglichst e infacher und 'somit leicht Uberprüfbarer 

Verformungs zustand analytisch bestimmt werden, nämlich der 

nach Abb. 11: 

-t--."-_._. ++­
pollaMt. 

lC l 

Abb. 11: Beispiel eines Lastfalles 
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Das Rohr- (Zylinder- ) El ement sei an einer Se i te in axialer 

Richtung gehalten und stehe unter konstantem I nnendr uck , 

ferner seien beide Enden offen. Mit den Gl eichungen ( 14) 

und (15) für konstanten Innendruck , weiters mit Gleichung 

(18) und unter Berücksichtigung der für diesen Fall zu­

t r effenden Randbedingungen fo l gt der sehr einfache Zusam­

mp.nhanq 

w(~) z "Kp/ Eh z IV" konstant 

W'(~) ~ 0 

u..(~) = - Y"Rpx/Eh 

bzw. die Knotenpunktverschiebungen 

mit 

IJ," UJ - Wa - W. - "Kp/ Eh 
Uz = L4 • W~ - w~ • 0 
U, - tIe • - .,RpL/ Eh 

R Innenradius 

h Wandstärke 

x Längenkoordinate 

V Querkontraktionszahl 

p Differenzdruck = konstant 

Uo Längsverschiebung 

w Querver schiebung 

w' Neigungswi nke l 

über 

( 40) 

( 41 ) 

x 
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3.2 Dynamisches Eigenver halten des Schalene l ement s 

Ausgangspunkt für die analytische Ber echnung des Eigenver­

haltens des Schalenelements ist das dynamische Gleichge­

wicht des Elementausschnlttes Abb . 12: 

l'r 
)( 

Abb. 12: Dynamisches Glei c hgewich t des Vo lume ne ierne n t es 

X- Richtung : dF~ Rdlf- rRhdl(dlfii. • 0 

r - Richtu ng: dFarRd'f - ZFN'fdXldlf - rRhdxdlfw • 0 (42) 

Drehung um 

E l ementlllitte -dN,Rd'f + (fa,+dfQ, + Ffh)fd(Rd'f = 0 

Das Trägheitsve r halten des Elementes wird nur dur ch die ra­

diale und longitu91nal e Verschiebung beeinflußt , der Ein­

f l uß der Rotation ist ver nachlässigt. 

Damit wird aus (42 ) 

F:,. rhii. ( 43) 

,," if. h"" I( - Ir ", ~ 1 w" (44) 
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Mit den FormenMnderungsbeziehungen wie in Kap. 2.1.1 wird 

daraus folgendes System von 2 partiellen Differentialglei­

chungen: 

., 
-
I( 

, 
W + 

• _~(,_yl) ~ 
Eh' 
1 
E ( 1- fl) ci;. 

(45) 

Eine analytische Lösung dieser simultanen Differentialglei­

chungen konnte im Rahmen dieser Arbeit nicht gefunden wer­

den und ist auch offensichtlich problematisch. 

Daher soll die analytische Berechnung des Eigenverhaltens 

für den entkoppelten Fall best~t werden, d,h. das Schalen­

verhalten w(x,t) und das Stabverhalten uo(x,t} sollen ge­

trennt betrachtet werden; dies entspricht der Querkontrak­

tionszahl y = O. 

a) S tab 5 c h w i n g un 9 

Für den in Abb. l' dargestellten Fall des einseitig fest­

gehaltenen Elementes (hier nun Stabes) erhält man über die 

Differentialgleichung /6/ 

- E • 0 ",,--u.; • (46) 
f 

den Lösungssatz 

u,,(x,t) - F(x)6(tJ 

und unter Betrachtung der Randbedingungen die Eigenfre­

que nzen /6/ 

(2n-t) .,. - zL 11· t, Z, ... 

(47) 

(48) 
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Zum Vergleich der numerisch zu berechnenden Eigenformen des 

finiten Schalenelements mit der Analytik dient die Orts­

funktion F(x) in (47). Sie wird zu 

c ( J. . /(Zn-1}T.! J 'n ~ sm ZL L ( 49) 

und wird für die nEigenfrequenzen an diskreten Stellen x/L, 

die mit den Knoten der numerischen Rechnung übereinstimmen , 

berechnet und mit den Elgenformen von ROTSYM verglichen. 

b} S c haI e n s c h w i n gun 9 

Oie Berechnung der reinen rotations symmetrischen Schalen­

schwingungen läßt sich am einfachsten aus der Herleitung 

der statischen Verschiebungen in Kap. 2.1.1 durchfUhren, 

wenn statt der Druckbelastung die d'Alembert'sche Massen­

kraft angreift: 

P • - !hW 
(50) 

Damit wird aus der Differentialgleichung für die statische 

Verschiebung in Kap. 2. 1.1 die partielle Differentialglei­

chung 

( 51) 

Mit dem Lö sungsansatz der Trennung der Variablen 

w(x,tJ • Frx) 6(tJ 

folgt 

" k t • kNlsfonf. 
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Die Orts funktion F(x) erhält man aus 

zu 

F(II.)· C sinkx + D(OSkll. + Esinhlrx + Fcoshkx. (52) 

Die freien Konstan ten C, D, E, F e rrechnen sich aus den An­

fangsbedingungen des schwingenden Elements, die noch unbe­

kannte Konstante k wird aus den Randbe dingungen bestimmt. 

Die Zeitfunktion G(t) e r hält man aus 

(53) 

zu 

mit der unendlichen Zah l der Eigenfrequenzen 

n=1,2 , 3 , . . . (54) 

Zur Bestimmung der Konstanten kn und somit der Eigenfrequen­

zen Wo sei der Fall de s Elements mit zwe i f reien Enden 

erläutert, für welchen die Randbedingungen gel ten: 

Biegemoment MX = - Kw ll = - KF " (x) .G (tl 

FQ = < = - KF"'{x) ,G(t) 
x 

Querkraft 
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X=o MX (0) = -KF" (o)G(t) ~ 0 F" (0) - 0 

FQ 
(0) = -KF'''(o) G(t) -0 FIt'(o) = 0 

X (55) 

x=l Mx (1) = -KF" (l).G(t) = 0 F" (1) = 0 

FQ 
(1 ) = _KF m ( 1).G{ t) = 0 F'Ir{l) = 0 

X 

Leitet man (52) zwei- bzw . dreimal nach x ab und setzt diese 

Ableitungen nach (55) Null, so erhält man die Bestimmungs­

gleichung für kn 

cos (k 1) cosh (k1) = 1 • ( 56) 

Die Herleltung der Bestimmungsgleichungen für alle denkba­

ren Randbedingungen ist entsprechend, eine Auswahl ist in 

Tab . 1 zusammengefaßt. 

Fall Randbedlngmgen BesUmrungsg1e1dlung Ulsungen 

.. sr 
1 cos (kl) cosh (kl) = 1 (k1) - 0 4,13 l ._ . r- . n 

l 
~~ 

. 

0 
sr 9f 

2 tan (kl) = tanh (kl) (kl) = "''1 "" -n ~ 

- ~._. ~ 

oOIIi" 

... 

3 sin (kl) sinh (kl) =0 (kl) = T 211' 311' .. . 
n 

- r-'- I-
(kl) t- 0 

• 

n 
l 

13' 
"'T'" 
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Fall Randbedingungen Eestirmungsgleichung Lösungen 

1,815 
31T 

4 OOS (kl) =sh(kl) = - 1 (kl) = '" T .. 
n 

SI T ... 

-1-'- ' -

SI 
4,B 

H 
5 oos(kl) cosh (kl) = 1 (kl) n = .. 2 '" 2 

-~_.- r- (kl) ",0 

sr 9Tr 
6 tan (kl) = tanh(kl) (kl) = '" - ""-~ n 'r 

(kl) ",0 -_._ .- -

7 tan (kl) = -tanh (kl) (kl) = 0 2,365 n -r.-._ .- r.-

Tab. 1: Lösungen für k als Funktion der Randbedingungen 

für rotationssymme trische Scha l enschwingungen 

1W '" -\ 

Mit den Lösungen kn für k erhält man für alle Randbedingungen 

(Einspannverhältnisse) die Eigenfrequenzen aus (54) zu 

(57) 

Zur Veranschaulichung der Gleichung (48) für die Stabschwin­

g ungsformen und der Gleichung (57) für die Schalenschwln­

gungsformen sol l en beide für den Fa l l 7 der Tab . 1 g r afisch 

13 .... 
\ 

'" 
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dargestellt werden. Fall 7 dient als Vergleich zwischen der 

analytischen und der numerischen Rechnung mit finiten Ele­

menten. 

Die Gleichungen (48) und (57) werden umgeformt zu einer di­

mensionslosen Eigenfrequenz 

mit 

• 

t.J .L . (tJ l?) = 
n SthoIe r;;, n Ci SdIo/c 

Parameter abhängig von den Ab­

messungen 

Verhältnis Länge zu Radius als 

unabhängige Variable. 

Der Parameter ß wird für die willkürlich gewählten Werte 

h = 1.8 em , R = )0 em, Y = 0 zu 3.0 . 10- 4 bestimmt. Damit 

und mit den Werten für (kl)n Schale und (kl) n Stab wurden 

in Abb. 13 die jeweils 5 ersten Eigenfrequenzen über der 

dimensionslosen Länge L* aufgetragen. 

(58) 

Die Ortsfunktion F(x) der Schalenschwingungsformen erhält 

man aus (52) unter Beachtung der Randbedingungen des Falls 7 

zu 

F,,(x) ( 60) 
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Gleichung (60) ist fü r die e rs ten 8 Eigenfrequ e nz e n in 

Abb. 14 dargeste llt. Da f für alle denkbare n Abmessungen 

zwische n 0 und 1 lieg t und auch (kl)n unabhängig von d e r 

Geometrie ist, gilt (60) allgeme in, die Ortsfunktion ist 

also geometri eunabhängig und nur eine Funktion d e r Randbe­

dingungen (Einspannverhältnisse) . 
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1000 
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ß -4 = 3 ' 10 
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100 
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104---~~-*~~~~~~-----------r------------~ 
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0,1 1,0 10 100 

Abb .13 : Dimensionslose Eigenfrequenz w ~ als Funktion der 

f9 
dimensionslosen Länge L· 
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4. VERGLEICH DER ANALYTIK MIT DER FINITE-ELEMENTE-RECHNUNG 

Für den Fall der in Abb. 11 dargestellten Einspannverhält­

nisse und für die Materialdaten und Abmessungen 

R = 30 cm Innenradius 

h = 1 . 8 cm Wandstärke 

E = 1.85'106 kp/cm2 Elastizitätsmodul 

~ = 0.8'10- 5 ~2 Dichte 
cm 

p = 1 kp/cm2 Diffe r enzdruck zwischen innen und außen 

V' = 0.0 bzw. 0.3 Querkontraktionszahl, 

werden in diesem Kapitel für die dimensionslosen Längen 

L* = L/R = 0.1, 1. 0 und 10.0 

Vergleiche zwischen den analytischen Berechnungen und den 

Ergebnissen e iner Finite-Elernente-Berechnung mit ROTSYM 

durchgeführt. Zu diesem Zweck wird die betrachtete Rohr­

(Zylinder-) Geometrie der drei dimensionslosen Längen L~ 

für die statische und die dynamische Rechnung aus 2, 4 und 

8 gleiChartigen finiten Elementen aufgebaut. Diese Art der 

Diskretisierunq ist in Abb. 15 veranschaulicht. 
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1 6 9 24 
471013 

2 -Element - Oiskret is ierung 

(7 Freiheitsgrade) 

4-Element- Diskretisierung 

(13 Freiheitsgrade) 

8 - Element -Diskrel isierung 

( 25 Freiheitsgrade) 

Abb.15: Diskretisierung der Zylindergeometrie 
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4.1 Statische Verformung unter Innendruck 

Für die gewählten Daten liefert die analytische Rechnung 

die Werte nach Gl eichung (40) zu 

'" . Z, '1021.10-" cm • !tonst",t "her l 
L 

w.:.O 
u.ltJ • - " fOI1 . 10-' r an f4-

a -', '0&1. 10-
5 r an fti 

• -', '0". 10-" f an t6r 

Dabei entspricht w den Freiheitsgraden 

1, 2 , 5 bzw . 1, 2, 5, 8, 11, bzw , 

1, 2, 5, 8 , 11, 14, 17 , 20, 23, 

w' den Freiheitsgraden 

4, 7 bzw. 4, 7, 10, 13 bzw. 

4, 7, 10, 13, 16 , 19 , 22, 25, 

uo(x) den Freiheitsgraden 

3, 6 bzw. 3, 6, 9, 12 bzw. 

3,6, 9 , 12 , 15, 18,21, -24 

in Abb . 15. 

e· qt 
L* • 1,0 

L' a fr40. 

Die numerische Rechnung liefert für" alle Fälle von L* und 

die Zahl der finiten Elemente bei 5 ausgeworfenen signifi­

kanten Stellen exakte Ergebnisse! 
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4.2 Dynamisches Eigenverhalten 

Wie bereits weiter vorne angedeutet, werden die Eigenfre­

quenzen und Eigenformen für y = 0 berechnet, um sie mit den 

analytisch ermittelten zu vergleichen. Ein Unterschied ist 

noch zu beachten , die analytische Berechnung geht davon 

aus, daß das Träghe i t s ve rha l ten nur durch t ranslatorische 

Bewegungen bestimmt wird, ein Einfluß der Rotationsträgheit 

wurde vernachlässigt, vgl . (42). In der numerischen Rechnung 

ist jedoch die Rotationsträgheit infolge des speziellen Ver­

schiebungsansatzes w(x), w' (x) und uo(x) enthalten. Neben 

den vom Prinzip der finiten Elemente herrührenden Abwei ­

chungen zwischen Analytik und Numerik kann auch die ver­

schiedene Berücksichtigung der Rotationsträgheit zu zusätz­

lichen Unterschieden fUhren. 

In den Abb. 16 bis 20 sind neben den 8 ersten Eigenfrequen­

zen die dazugehörigen Ei genformen für die 8-Element-Diskre­

tisierung dargestellt, und zwar für alle 3 Werte von L/ R, 

für y = 0 und V = 0.3. Die Stab schwingungs formen sind bei 

~ = 0 2-fach dargestellt, e inmal in ihrer natürlichen Vor­

ko mmensweise (durchgezogen) u nd einmal senkrecht über der 

Elementlänge (strichliert), um den Sinuscharakter, der auch 

durch (49) gegeben ist, zu verdeutlichen. Die Abweichung 

der Eigenfrequenzen von den analytischen Werten ist in 

Abb. 21 dargestellt, wiederum für alle Werte von L/R und 

für die 2-, 4- und 8-Elernent-Diskretisierung . 

Abb. 16, für L/R = 0.1 , zeigt eine völlige Ubereinst~ung 

der Eigenfrequenzen und Eigenforrnen fUr ~ = 0 und v= 0 . 3. 

Dies ist vers tändlich, da bei diesem extrem kurzen Ring 

die Trägheitsverkopplung zwischen Längs- und Querverschie­

bungen klein ist. Die Eigenformen entsprechen sehr genau 

den analytisch bestimmten in Abb. 14. Die Genauigkeit ist, 

siehe Abb. 21, sehr hoch, und zwar auch für die 4-Ele me nt 



- 47 -

und mit Einschränkung auch noch für die 2-Element-Oiskre­

tisierung. Bemerkenswert, daß die Genauigkeit des Schalen­

verhaltens wesentlich höher ist als die des Stabverhaltens. 

Abb. 17 und 18 zeigen die entsprechenden Verhältnisse für 

L/ R = 1. Auch hier wieder für \r = 0 eine sehr genaue Uber­

einstimmung der Elgenformen . Für ~ = 0.3 ist bereits eine 

deutliche Frequenzverschlebung und zum Teil auch eine Ver­

änderung der Eigenformen feststellbar. Auch der Fehler ist, 

abgesehen von der extremen 2-Element-Oiskretisierung, a ls 

klein anzusehen. 

Abb. 19 und 20 zeigen letztlich die entsprechenden Zusam­

menhänge für das Längenverhältnis L/R = 10. Die Stabeigen­

formen (nur die ersten 3 aufgetragen) entsprechen sehr gut 

den analytischen, wie überhaupt der Fehler der Eigenfre­

quenz der Stabformen vom Verhältnis L/ R unabhängig ist. Die 

Frequenzabweichungen gegenüber der Analytik sind hier schon 

relativ stark, was mehrere Gründe hat: 

Neben der bei L/R = 10 schon recht groben Diskretisierung 

mit nur 8 Elementen äUßert sich das Zusammenfallen aller 

Schalenfrequenzen (Abb. 13) als numerisch ungünstig. Wei~ 

ters ist denkbar, daß die Rotat i onsträgheit , die in der 

analytischen Berechnung vernachlässigt wurde, mehr an Ein­

fluß gewinnt und somit korrekte Abweichungen von den ana­

lytischen Werten auftreten. Diese Vermutung wird dadurch 

erhärtet, daß auch bei Verwendung von 16 Elementen nur eine 

unwesentliche Änderung der Eigenwerte auftritt. Da die 

Eigenfrequenzen relativ stark von den analytischen Werten 

abweichen, sind auch die Eigenformen relativ stark abge­

wichen. Insbesondere fallen die Form der Ordnungsziffern 

4 und 5 (Abb. 19) aus dem Rahmen, bei den Nr. 6 bis 8 fällt 

die Amplitude am rechten Ende auf ca . Null ab, im Gegensatz 

zu den analytischen Werten. Bei Y = 0.3 (Abb. 20) ist eine 

starke Verkopplung der Längs- und Queranteile in den Eigen­

formen festzustellen, dies ist bei den vorliegenden Abmes­

sungen auch zu erwarten. 
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5 . VERGLEICH DES FINITEN ELEMENTS MIT SAPIV-ELEMENT 

Das in die sem Bericht he rgeleitete finite Element ROTSYM 

soll verglichen werde n mit dem eine s handelsüblichen Finite­

Elemente-Strukturdynamik- Codes. Zur Verfügung stand das 

Programm SAPI V / 7 / , d essen Element Nr. 4 sich als rotat i ons­

symmetrisches, druckbelastetes Schalenelernent verwenden 

läßt. Das Elementverhalte n wi r d beschr ieben dur ch die Kno­

tenpunktverschiebunge n am Innen- und Außenrand , die gewähl­

te Diskretisierung durch 2 , 4 und 8 Eleme nte is t in Abb. 22 

dargestellt . 

5.1 Statische Verformung unter Innendruck 

Das Verhalten der Struktur wird nicht durch die Verformung 

der Wandstärkenmit t ellinie (wie bei ROTSYM) beschri e ben , da­

her gelte n a uch e twas andere Forme l n zur Beschreibung der 

statischen Verschiebung . Nach der Theor i e der dicke n Scha len 

/ 5 / läßt sich für den vorliegenden , einfachen Lastfall he r-

leiten: 

mit 

4 ~~It [Ttt(I-V) t 1i!(1+tJ]p Wo' • -, E 

It'a = 
2 ~J.r.. - r.:-J,l P E 

u.,fx) ~ -., 1 ( It',H'o. ) X 

R
i 

Innenradius 

R Außenradius 
a 

x Längenkoordinate 

(6 1 ) 
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E Elastizitätsmodul 

~ Querkontraktionszahl 

p Differenzdruck = konstant über x 

U
o 

mittle re Längsverschiebung (Längsverschiebung 

d e r Wandstärkemittellinie) 

W
1 

Querverschiebung an der Inne nkante 

wa Querverschiebung an der Außenkante 

Für die gewählten Geometriedaten ergeben sich die Zahlen­

werte 

= 

= 

2.8348.10- 4 

2.7814.10- 4 

cm 

cm (62 ) 

-8.4243"10-5x cm. 

In Abb. 23 sind die Abweichungen der SAPIV-Rechnung von 

den Werte n (62) fUr die dimensionslosen Längen L* = 0 . 1; 

1.0 und 10.0 für jeweils 2, 4 oder 8 Elemente über der Rohr­

länge aufgetragen. Die Fehler an der Innen- und AUßenkante 

sind nahezu identisch, daher nur 1 Kurve für die Querver­

formung. Da der Fehler der Längsverschiebung nur näherungs­
weise gilt, ist er weniger als absolut, sondern vielmehr 

als rel~tiv zu verstehen. Im Gegensatz zu ROTSYM nimmt hier 

der Fehler stark mit dem Längenverhältnis L* zu. 

5.2 Dynamisches Eigenverhalten 

Eigenfrequenzen 

wie in Kap. 4.2 

und Eigenformen wurden mit denselben Daten 

berechnet. Eine 

Stab- und Schalenformen mit ~ = 

entkoppelte Berechnung von 

o ist hier nicht möglich 

und es kann somit auch keine Abweichung von analytisch be­

stimmten Werten wie im Kap. 4 . 2 errechnet werden. Zu Ver-
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gleichszwecken sind in Tab. 2 die jeweils ersten 10 (falls 

vorhanden) Eigenfrequenzen von SAPIV und ROTSYM nebenein­

andergeste llt. Bei der 2-Element- Diskretisie rung von ROTSYM 

existieren nur 7 Eigenfrequenzen, die SAPIV-Rechnung liefert 

nicht immer die Gesamtzahl der vorhandenen Eigenfrequenzen , 

dies hängt vom Verfahren (Determinantensuchmethode) und de r 

im Rechner zur Verfügung stehenden Ste l len zahl ab und ist 

insbesondere fUr die Berechnung erregter Schwingungen nach 

der Methode der "Time History Modal Analysis" sehr un­

günstig. 

Man erkennt, daß bei L· = 1 . 0 und 4 bzw . 8 Elementen die 

Ubereinstimrnung recht gut ist , bei a l l e n anderen Fällen 

nicht . Das SAPIV- Element a rbeitet nicht nach der Theorie 

der biege steifen dünnen Schalen , sondern vielmehr ähnlich 

d e r Theo rie der dicken Schalen , trotzdem mUßten die Ergeb­

nisse bei der gewählten Geometrie ähnlich sein , da die 

Theorie der dicken Schalen bei d e r Berechnung dünner Scha­

len nicht versagt, sondern die dünne Schale als Sonder­

fall der dicken Schale zu verstehen ist. 

Ob nun die SAPIV- Ergebnisse sinnvoll oder nicht sind , kann 

an den zugehö rigen Eigen formen abgesch ä tzt werden : Nimmt 

der Grad d e r Ve rformung mit steigender Ordnungszahl zu , so 

sind die Eigenformen zumindes t qualitativ richtig und d ie 

Eigenfreque nzen können als akzeptabel betrachtet we rden . 

Zu diesem Zweck sind für L* = 0 . 1;, 1.0 und 10 die ersten 

8 Eigenfrequenzen und Eigenforrnen für die 8-Element- Diskre­

tisierung in den Abb. 24 , 25 und 26 dar gestellt. Die dur ch­

gezogene Linie stellt die Verformung der Innenkante , die 

strich l ierte die der AUßenkante dar . Die gedachte gemit t e l­

te Verformung entspricht der Verformung der Wandstär ken­

mittellinie und ist mit den Ergebnissen von ROTSYM ver­

gleichbar. 
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L' 0.1 

RQTSYM SAPIV 

Elemente 2 • 8 2 4 8 

r:;. 16 .027 16.027 16 .027 15.560 15 . 560 15.560 
.... 163 . 750 16 3.580 163.570 99 . 530 106 . 300 108 . 200 " • 
~ 270 . 830 265 . 700 264. 430 252 .000 256.300 257.400 

N 
886 .760 837.950 803.300 308.000 323 . 400 323 . 400 c • , 
945. 990 881.790 880 . 030 323.400 331.900 335.500 g" .. 

2 .544.000 1.522.300 1. 373.200 4 17.800 366.700 339.200 ~ 

c • 6 .570.000 2. 195 .300 1.993.900 435.600 '48.600 367.500 '" .. 
'" 2.201 .700 2 . 174.300 467.800 483.500 410.500 

4.094.400 2.679.400 6 15.900 455.400 

7 . 231.000 3 .41 7 .100 

. 

Tab . 2: Vergl eich der Eigenfrequenz 
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L* 
1.0 

ROTSYM SAPIV 

El emente 2 4 8 2 4 8 

16.823 15 .722 15 . 61 9 9.387 13 . 320 15.120 

17 .178 16. 202 16.087 14.930 15.120 15 . 230 

':::I 18.898 18.423 18.273 20.010 16 .750 17.050 
"-
'0 27.660 27.3 19 27.01 9 26.350 26.170 24.790 • 
~ 33.925 27 . 415 27.170 63 .020 26.880 27.010 

" " 72 . 352 44.116 43 . 591 142.600 53.750 39.140 • " g' 102. 150 74.917 67.248 308.500 75.370 58.820 

" ~ 83.991 80.507 323.400 1 14. 400 78.240 " • '" 116.140 97.682 493.()(X) 116.900 82 .930 
"-'" 152 . 680 134.910 616.600 138.900 

Tab . 2 : Ve r gleich de r Eigenfrequenz -Forts. -
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• L 10.0 

ROTSYM SAPIV 

Elemente 2 4 8 2 4 8 

2.326 2.280 2.279 2 . 456 2.502 2 . 512 

8 .1 27 7. 176 6 . 902 5.625 6.977 7 . 355 

17.345 12. 940 11. 668 6 . 005 7 . 454 7 . 701 
I) 

18. 160 17.33 1 16.12 1 7 . 740 10.490 11.420 .... 
'" • 18.427 17.931 17.341 9. 596 10 . 580 13 . 150 ~ 
N 32.032 18.646 17 . 960 
c 

206.600 10.990 13.750 

• 41.850 18. 653 , 
0-

18.290 313.600 11 . 780 14.060 

• 18.692 18.392 323 .400 11.850 14 . 230 " ~ c • '" 
19.320 18. 429 462. 900 13 .070 14 . 460 

~ 

'" 32 . 028 18.877 568 . 300 15 .990 15.040 

Tab. 2: Vergleich der Eigenfrequenz -Forts .-
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Abb. 24 zeigt eine gute Ubereinstimmung der Eigenformen 1, 2, 

3 und 6 mit den Eigenformen 1, 2, 3 und 5 von ROTSYM in 

Abb. 16. Die Eigenformen 4, 5, 7 und 8 müssen aber als äußerst 

unwahrscheinlich angesehen werden, wenn man die Abmessungen 

bei L~ = L/R = 0.1 berücksichtigt. 

Abb. 25 zeigt eine sehr gute Ubereinstirnmung aller Eigenfor­

men mit Abb. 18, nur sind die Eigenformen 1 und 2 vertauscht. 

Abb. 26 zeigt ebenfalls eine teilweise gute Ubereinstimmung 

mit Abb. 20, jedoch ist auch hier die Reihenfolge nicht ver­

tretbar. 

Das SAPIV-Element liefert für L* = 1.0 die besten Ergebnisse, 

die anderen Längen, besonders LS = 0.1, erscheinen bedenk­

lich, so daß die ROTSYM-Ergebnlsse als besser zu bewerten 

sind. Bei Verwendung von mehr Elementen lassen sich aber 

sicherlich auch in SAPIV bessere Ergebnisse erzielen. 
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6. ZUSAMMENFASSUNG 

Ein statisch exaktes, rotationssymmetrlsches finites Schalen­

element (ROTSYM) wurde hergeleitet, dessen Genauigkeit durch 

die Verwendung der statisch exakten Verschlebungsfunktion 

als Ausgangspunkt für die Matrizenzusammenhänge entsteht. 

Die Leistungsfähigkeit des Elementes wurde mit analytischen 

Ergebnissen (soweit solche vorliegen) verglichen und als sehr 

gut befunden, und zwar nicht nur bei statischen, sondern 

auch bei dynamischen Problemen. Ein Vergleich mit dem Element 

Nr. 4 der SAPIV-Element-Bibliothek zeigt, daß insbesondere 

bei statischen, aber auch bei dynamischen Problemen unter 

Ve rwendung der gleichen Anzahl von Elementen ROTSYM wesent­

lich bessere Ergebnisse liefert. 

ROTSYM hat sich auch in der Rechenpraxis bei der Berechnung 

von postulierten Kernkraftwerksunfällen sehr gut bewährt, 

insbesondere deshalb, weil relativ wenige Elemente für eine 

Diskretisierung der Struktur ausreichen. 
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